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2020 年“根源杯”物理奥林匹克邀请赛（十六）解析

2020 年 1 月

一、（40分）

（1） 假定摆臂的原长为�0，升温 20K后，摆长变化为：

�� � �0�� h �� � �0h

考虑到单摆模型中，周期与摆长的关系满足：

T ∝ �

从而有：

��
�0

�
��
�0
� �.000�0

一天内摆钟走动的时间差值为：

∆T � � −
��
��

× �4h �− �ͳ�

从而时间少走了 17s/天。

（2） 原始状态下，弦原长�0 � 0.ͳ9m，被拉伸至 L � 0.80m，并固定弹奏。

考虑到升温 20K后，“原长”变为：

�� � �0�� h �� � �0h

且仍然被拉伸到 L � 0.80m并演奏。考虑吉他演奏的时候，弦上产生驻波，基频对应波长最

长的驻波成分，即波长λ � �L的成分，显然这是一个确定值。

注意到弦上横波的波速为：

u �
�
�

其中 T为弦上张力，� � �
�
为弦的线质量密度，m为弦的质量，从而基频为：

ν �
�
λ �

�
�L

�
�

分别求出升温前后的张力，计算基频，有：
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T� � t �− �0 ⇒ ν0 �
�
��

t� � − �0
�

T� � t �− �� ⇒ ν� �
�
��

t���− ��h
�

从而得到：

ν� �
�− ��
� − �0

ν0 � 4h� ��

所以基频相比于初始情况下降了 5 Hz。

评分标准：

（1） 20分；给出周期与摆长的关系 10分，给出摆钟实际运动时间 5分，求出差值 5分。

（2） 20分；指出驻波关系 5分，给出基频对应的波长 5分，写出波速 5分，得到频率ν�表达式以

及最终结果 5分。

二、（40分）

（1） （这里构造方法很多，具体参见舒幼生：《奥赛物理题解》，此处直接给出答案）

� � � t � h
��

t�

h
�

� �
�
�t� � h ���� � h �hh

（2） 记���� ���分别为轨迹上的法向、切向方向矢量（即自然坐标系表示），写出动量定理：

F�� �
�������h
�t �

����h
�t

���h��
����
�t

假定这一位置处的质点速度为 �，考虑���的变化，有：

����
�t �

�
�
���

代入方程得到：
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F�� �
�������h
�t �

����h
�t ���h�

��

� ���

注意，此时的方程对于经典和相对论情况都是成立的。

（2.1） 此时进行经典情况的讨论：

经典情况下，质量不变，对 F的表达式进一步化简，得到：

��� � �
��
�t
���hm

��

� ���

依题，只需要求切向的作用力，且注意到加速度为常量，则待求得表达式为：

Fτ � �
��
�t � �0�0

代入，得到：

Fτ �
�0�0

�

4� � h ln�� � h �hht

即，在题中要求的条件下，经典背景里的Fτ是个常数，� � t处Fτ即为上述结果。

（2.2） 再进行相对论背景下的计算：

考虑到 m是变化的，不对F��的表达式进行化简，待求式为：

Fτ �
����h
�t

代入动质量 m和 v，得到：

Fτ �
�0

� −
��

��

��
�t h �

�
�t

�0

� −
��

��

展开：

Fτ � �0
�

� −
��

��

h

��

��

� −
��

��

h
�

��
�t � �0�0

�

� −
��

��

h
�

考虑 � � t位置，注意到加速度是个常量，则由运动学规律得到：

� � ��0�
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代入 �的结果，得到：

� �
�
� �

代回Fτ的表达式，得：

�� �
8 h
9

���

t

评分标准：

（1） 15分；得到曲率半径 10分，轨道长度 5分；

（2） （2.1）10分；得到最终结果满分，否则不给分。

（2.2）15分；得到受力表达式 10分，最终结果 5分。

三、（40分）

（1） 先计算电场的分布：

设想两个带电均匀、电荷体密度分别为± ρ的半径为 R的小球相互交叠，球心距离为 �，则由

叠加定理，两球交叠区域内的任意一点场强���为：

E�� � ��� ��� h ��� ���

其中，��� ��� 、��� ��� 分别为体密度± ρ的均匀带电球所贡献。展开得：

��� �
4
ht����� �� h

4
ht� − � ��� �� �−

�
h�0

���

处于匀强电场中的金属球可以看作上述情况中 � → 0的极限（具体证明参见普通物理《电磁

学》）。则考虑到α的定义，金属球边缘的电荷面密度分布为：

σ α � �� � � ρ R − �� h �� h ����金�� �− ���金��

联立 E的表达式，得到：

σ α �− h�0��金��
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（2） 注意到导体球表面等势，如果小球能贴着导体球表面运动，电场力对小球不会做功，整个

过程中只有重力做功。

设小球运动到α处时速度变为 �，由机械能守恒：

�
��

�� �
�
��

�0
� −����蓮��

若小球能贴着金属球运动，则时刻要求正压力 N不小于 0，列出 N的表达式：

���蓮�� − t− ��� �
���

�

如果要满足题目假设，即α ∈ [0� π
h
]内始终有 � � 0� t � 0，联立，列出不等式：

�0
� � ����蓮��，即�0

� � h��

N � h ���� h ���� sin � h � −
��0

�

� ，其中 tan� �
��
��

考虑到α ∈ [0� π
h
]，由单调性有：

若 0 < tanφ � ��
��

� t�� �
h
� h，则：

Nmin � h ���� h �����蓮�� −
��0

�

� � 0

即：hqER � ��0
�

若 tanφ > tan �
h
� h，则：

Nmin � h ���� h ����sin � h
�
h −

��0
�

� � 0

即：
h
�
� h�� h �� � ��0

�

综上所述，�0的取值范围为：

1. 当 qE < h
h
��时，�0无论取何值均不能满足题意；

2. 当
h
h
�� � �� � h��时，�0 ∈ [ h��� h���

�
]；

3. 当 qE > h��时，�0 ∈ [ h��� h
�
�� h� h ��

�
h]；

评分标准：
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（1） 20分；写出两个均匀异号电荷球得 10分，得到σ α 表达式 10分。注意α的定义，如果符号

反了扣 5分。

（2） 20分；写出电势不变、电场力不做功 5分，机械能表达式和受力表达式各 5分，分类讨论 5

分。注意讨论不完整按照过程完整程度酌情扣分。

四、（40分）

（1） 根据题目提示，在两轴线的公垂面内建立 xoy坐标系，使得两带电直线与垂面的交点分别

位于 � �± �
�
�� � 0处。显然，此时的等势线是相对于 x、y轴对称的，取 � � 0�� � 0处为电势零

点，则平面内任何一处 P����h的电势为：

UP �
λ

���0
ln

�
�

� h
�
�

�

h ��

h
− λ
���0

ln

�
�

� −
�
�

�

h ��

等势线满足UP � ，金��t，整理上式为：

� −
�h ，

� �− ，
�
�
h �� �

，
� − ，

�

�其中 ， � �
4��0�
λ > 0

所以在 xoy平面上，等势线是一条以� �h，
� �−，

�� 0h为圆心、| ，
�−，

|为半径的圆。特殊的，在 U=0

的位置等势线退化成一条直线(x=0)。

全空间内，等势面是一条圆柱面，母线与电缆平行，垂直截面为上述圆的集合。

（2） 注意到导体表面为等势面，将（1）中某一等势面用导体圆柱代替，只要单位长导体柱的

面电荷与线电荷密度相等，就不会影响柱外电位以及电场。反之，两圆柱体可等效于线电荷密度

也为± λ、但相距为 �的两平行无限长带电直线，只要：

� h ，�
� � − ，�

� � �

，
�− ，

� �
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� h ，�
� � − ，�

� �− �

，�
� − ，�

�− �

令
�
�
� t�k > �h，联立可以解得：

，� � t− t� − �
�

，� � th t� − �
�

� � � t� − ��

从而根据定义，写出电容 C的表达式为：

C �
λ

�� −��
�

���0

ln
t h t� − �
t− t� − �

（3） 在外导体之外、内导体之内的区域里显然静电平衡时会达到 E=0，因此我们只需要考虑两

圆柱之间的区域。同（2），列方程，有：

� h ，�
� � − ，�

�−
� h ，�

� � − ，�
� � t

，�
� − ，�

� ��

，�
� − ，�

� ��

联立解得：

� �
��
� − ��

� − t� � − � ��t �

t

引入常数：h� �
��
�−��

�−t�

�t
� �� �

t�h��
�−��

�

�t
� � � �

�
，则：

φA �
λ

���0
ln
� h �� − ��
� − �� − ��

φB �
λ

���0
ln
� h �� − ��
� − �� − ��

取电压 U � φA − φB，得：
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λ �
���0�

ln��
� h �� − ��
� − �� − ��

�
� − �� − ��
� h �� − ��

h

对于两圆柱体之间的区域（包括内外圆柱体本身），点 P的电势：

UP �

�
�

ln
� h �� − ��
� − �� − ��

�
� − �� − ��
� h �� − ��

� ln
� h � � h ��

� − � � h ��

对于外圆柱外的点 P，电势：

UP �
�

ln
� h �� − ��
� − �� − ��

�
� − �� − ��
� h �� − ��

� ln
� h �� − ��
� − �� h ��

对于内圆柱内的点 P，电势：

UP �
�

ln��
� h �� − ��
� − �� − ��

�
� − �� − ��
� h �� − ��

h
� ln

� h �� − ��
� − �� h ��

评分标准：

（1） 10分；得到列出方程 5分，得到最后的圆表达式 5分；

（2） 15分；引用（1）的结果写出方程各 5分，得到 C表达式 5分；

（3） 15分；注意分类讨论，三种情况的结果各自 5分，少讨论一种扣 5分。

五、（40分）

（1） 构造无限小的卡诺循环，如右图所示：

在这一循环过程中，对外做功W、吸热 Q，则由卡诺热机循环

效率得到：

�
�
�
∆�
�

其中，∆�是温度的变化量，W � ∆p∆V，如图所示。
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从而热量为：

Q � T
∆p∆V
∆T

由热力学第一定律：

∆U � T
∆p∆V
∆T − t∆�

两边除以∆V，并注意到 U是 p、V的函数，p、V、T相互搭建了状态方程，取极限得到：

�
��
�� h� � ��

�t
�� h� − t

（2） 此时，写出光子气系统的能量函数，得：

U � uV

u是系统的能量密度，V是系统的体积。

根据定义，这一“气体”模型满足内能方程的使用假设，将表达式代入内能方程得到：

u � T

�
h
��

��
−
�
h�

整理得：

du
�
� 4

��
�

积分，引入常数项，得 Stephen-Boltzman定律：

u � σT4

回代入光子气的状态表达式，得到光子气状态方程：

p �
�
h
σT4

评分标准：

（1） 20分；证明方法不唯一，证明结果正确、过程说明清楚满分。过程解释不清晰的

根据具体情况酌情扣分。（一定要有文字说明！）

（2） 20分；得到两个方程各自 10分，不计过程分。
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六、（40分）

解析：

设小明最远能看清距离眼睛 a以内的物体，他晶状体焦距的最大值为 f，眼轴长度为 b=23nm已知，

根据理想透镜成像公式：

�
�
h �

�
� �

t
（1）

得到：

t � ��
�h�

（2）

视力表上的 E距离小明 5m，可以近似为平行光入射，设其像距为 u，则：u=f

如图所示，设小明眯眼的眼皮为一小孔，直径为 D，则远方的“E”在小明的视网膜上形成的几何

光斑的线度为：

d � �−t
t
� �

�− ��
�h�
��
�h�

� � �
�
� （3）

该几何光斑对瞳孔的张角：

∆�� �
�
�
� �

�
（4）

小明不眯眼时，D为瞳孔直径，此时可测出他的真实视力 Y，则他能看到的最小的一行“E”对瞳

孔的张角与此时几何光斑的张角相等。
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假设“5.0”那一行“E”的大小为 h，则根据标准模型对数视力表的规则，视力值 Y和对应“E”的大小

h�之间的关系为：

log h� � logh h ��.0 − ah

h� � �0log� h��.0−ah � � � �0�.0−a � �
�

（5）

其中 L=5m为视力表到眼睛的距离。于是：

Y � �.0 − log ��t
��

（6）

下面考虑小明眯眼：

小圆孔的衍射图像为同心的圆环，其中中央主极大为艾里斑，其张角：

∆�� � �.�� λ
�

（7）

其中λ为光波长。合理选择眯眼的程度，使得两个光斑的大小相等，即：

Δ�� � Δ�� （8）

�
�
� �.�� λ

�
（9）

得到：

D � �.���λ （10）

此时视网膜收到的模糊的光斑的张角最小，为

Δ��蓮� � �.�� λ
�

（11）

此时小明再测视力，视力提高为 X，则：

Δ��蓮� � �.�� λ
�
� h�

�
� �0�.0−� � �

�
（12）

得到：

X � �.0 − lg � �.���λ
��

（13）

带入数据，得到：

X � Y h log
�t
�.���λ

� �.0 h log
�
�

�
�.��λ

� �.0 h 0.�� log
��

�.��λ� − ��.0 − Yhh
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� 0.�Y h �.� h 0.� log
��

�.��λ�

� 0.�Y h �.� h 0.h9 � 0.�Y h �.89

反解可得：

Y � � X− �.89 （14）

评分标准：（1）~（8）式每个 3分；（10）~（13）式每个 3分 （14）式 4分

七、（40分）

（1） 考虑该模型是一个二体问题，假定共同的角速度为ω，两原子到质心的距离分别为r�� ��，

由质心定理有：

r� �
��

�� h��
�� �� �

��

�� h��
�

以角速度ω为参数，写出情况下经典的角动量、转动动能表达式，并联立得到：

L � Iω � �m�r�
� hm�r�

�hω

E �
�
�
�ω� �

��

��
�

��

������
� h����

�h

考虑到角动量 L的量子化条件，并代入r�� ��的表达式，得到 E：

E �
� � h � �� h�� ��

�������

其中，�是正整数。作差得到相邻两能级的能级差为：

∆E �
� h � � h � �� h�� ��

�������
−

� h � �� h�� ���

�������
�

�� h�� ��

������
� h �

从而第 �级的频率为：

ν �
∆�
� �

�� h�� �
��������

� h �
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（2） 由（1）看出，光谱频率为等差数列，且公差νd为：

νd �
�� h�� �
��������

所以考虑将题目中的波长统一转化成频率，分别得到：

�.49� h.��� h.ͳh� 4.h�� 4.96

单位统一为�0����。

逐差法求得：

νd � 6.�ͳ × �0��Hz

代入表达式，计算得到：

r �
��� h��h�
������νd

� 0.��9 ��

评分标准：

（1） 20分；写出 E、L关系 10分，得到 E的表达式 5分，逐差并求出结果 5分。

（2） 20分；写出公差表达式 5分，逐差法计算频率间隔 10分，最终结果 5分。

八、（40分）

（1） 建立坐标系如图所示，z轴方向位于 x、y的

右手方向，图中没有标出。其中，y为地轴，z轴垂

直于日地连线，地心在坐标轴原点。

写出太阳的坐标：

P� 太阳 � � − �0�金����0�蓮��� 0h

在地球上取一质量元∆�，其指向太阳的位置矢量为：

��� � � − �0�金�� − ���0�蓮�� − �� − �h

取蓮�� ��� t��分别为 �� �� �轴上的单位矢量，则太阳对∆�的引力可以写为：
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∆F�� �
���∆�
��� h

��� � ���∆�
− �0�金�� − � 蓮�h �0�蓮�� − � ��− �t��

�0�金�� h � � h �0�蓮�� h � � h ��
h
�

注意到 � � �0，利用牛顿二项式的一阶近似，取一阶小量得到：

∆�� �
���∆�
�0
h − �0�金�� − � � h

���金�� − ���蓮��
�0

− h
�

�
���∆�
�0
h � − �0�金�� − � h h��金��� − h��蓮���金��h

∆�� �
���∆�
�0
h �0�蓮�� − � �h

���金�� − ���蓮��
�0

− h
�

�
���∆�
�0
h � − �0�蓮�� − � − h��蓮���金�� h h�� sin� � h

∆�� �−
���∆�
�0
h �

注意到∆��只与 z有关，而地球在上述模型中关于 xoy平面对称，且容易判断∆��对质点的合力矩

为 0。从而将计算简化，力矩表达式写为：

∆M� �� � ��� × ∆F����� � �蓮�h ���h �t�� × ∆��蓮�h ∆����

�− zFy蓮�h �∆����h ��∆�� − �∆��ht��

而地球受到太阳的总力矩为：

M� �� � ∆�� ���

为了计算M，根据题目分别写出三方向的转动惯量，有：

�� � �� h �� ∆�� � �� ��
� h ��

�

�� � �� h �� ∆�� � �����
�

�� � �� h �� ∆�� � �� ��
� h ��

�

从而解得：

��∆�� � ��∆�� � ����
�

��∆�� � ����
�

且地球关于各个轴是对称的，有：
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�∆�� � �∆�� � �∆�� � ��∆�� � ��∆�� � ��∆�� � 0

从而写出力矩的表达式：

M� �� � ∆�� ��� �
− h���

�0
h �蓮���金����� ��

� − ��
� t��

（2） 根据（1）中的结果，分别写出太阳和月亮的（平均）力矩贡献：

��� ���� �
− h���

�0
h �蓮���金����� ��

� − ��
� t��

��� ���� �
− h���

��
h �蓮���金����� ��

� − ��
� t��

所以两者的合贡献为：

�
合

� ����� � ��� ���� h��� ���� �− hGME� ��
� − ��

� sinθcosθ�
�s

�0
h h

��

��
h h

进而进动角速度大小为：

ωL �
|�

合
� ����� |

���蓮��
�

|��� ���� h��� ���� |
������

��0�蓮��
�−

h��金��
4�0

�
��

�0
h h

��

��
h h�� −

��
h

��
h h

代入数据得到：ωL � ͳ.ͳ8 × �0−�� ���ᓖ� � ��.9��ᓖ����

可以看到这一数据和题目提供的�0.���ᓖyear是很接近的，也说明了我们模型的近似正确。

评分标准：

（1） 20分；写出三个方向的受力方程各 5分，得到最后力矩结果 5分。

（2） 20分；写出太阳、月球对地球的力矩分别 5分，得到合力矩 5分，最终结果 5分。
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