
国家集训队考试试题解答（一） 

2006 年 3 月 19 日 8：30—12：30， 沈阳 

1．设 ABCD 是一个梯形并且 CDAB // ，ABCD 内部有两个圆 1w 和 2w 满足 1w 与三边 DA、

AB、BC 相切，圆 2w 与三边 BC、CD、DA 相切. 令 1l 是过点 A 的异于直线 AD 的圆 2w 的另

一条切线， 2l 是过点 C 的异于直线 CB 的圆 1w 的另一条切线. 证明： 21 // ll . 

解：不失一般性，设 CDAB  . 令射线 DA 和射线 CB 相交于点 X， 1l 与 DC， 2l

与 AB 分别相交于点 F，E。 1w 与三边 AB、DA、BC 分别相切于点 N，P，Q； 2w

与三边 CD、AD、BC 分别相切于点 M，R 和 S。（如下图）   
 

 

 
由切线的性质可得 
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从而 
           CFAFAECE    或者  CFAEAFCE  . 



在直线 AB 上取一点 1E 使得 AFCE1 是平行四边形。则 CFAE 1 ， 1CEAF  。因

此 

11 CECEAFCECFAEAEAE   

即， || 11 CECEEE  . 由三角不等式知 1EE  ，从而 21 // ll 。 

 

2．求所有的正整数对 ),( na 使得 

                    
n
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是整数. 

解：若 a 为任意正整数，则 )1,(a 显然是原问题的解，下面我们证明原问题没有其

他解。 

假设 ),( na 2n 是原问题的一个解，则存在某正整数 k，使得 

knaa nn  )1( . 

由于 a 和 1a 互素，由上面的方程可知 n 肯定和 a 和 1a 都互素。由欧拉定理可得 

)(mod1)1( )()( naa nn   . 

令 ))(,gcd( nnd  。由 Bezout 不等式，存在整数 和 使得 )(nnd   。由 

)(mod)1( naa nn  和 )(mod1)1( )()( naa nn  
可推出 

)(mod)1()1( )()( naaaa dnnnnd    . 

显然 1d (否则 )(mod1 naa  推出 1n )。 同时注意到 nn )( ，所以 nd  。因此

),( da 是原问题的另一个解并且 nd 1 。重复上述过程我们就得到了一个无穷递降正整

数序列，而这是不可能的，因此上面的假设是错误的，即没有 1n 的解。 

 

3． 设 naaa ,,, 21   是给定的 n 个实数 )1( n . 求证：存在实数 nbbb ,,, 21  满足下

列条件： 

(a)对任何的 ni 1 ， ii ba  是正整数; 

(b)
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解：我们首先考虑下面的问题： 

设 naaa ,,, 21   是给定的 n 个实数 )1( n . 求证：存在实数 nbbb ,,, 21  满足下列条

件： 

( 'a )对任何的 ni 1 ， ii ba  是整数; 
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显然条件(a)强于条件( 'a )。另一方面，如果序列 ),,,( '
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nbbb  满足条件( 'a )和(b)，

不难证明序列 ),,,( 21 nbbb  （其中 )1(1||
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）满足条件

(a)和(b)。因此两个问题是等价的。我们将给出新问题的解答。 

对一个实数序列 n
iixX 1}{  ，我们用 )(X 表示
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n
iiaA 1}{  我们用 )(A 表示使得 ),,2,1( niba ii  为整数的所有序列 n

iibB 1}{ 

的集合。我们有如下两个引理： 
 

引理 1. 对一个给定的序列 n
iiaA 1}{  ，在 )(A 里有最小值。即存在 )(AB 

使得对所有的 )(AX  有 )()( XB  。 

证明：很显然 )(A 里有无穷多项序列，不失一般性，我们可以仅考虑序列

)(),,,( 21 AbbbB n    其中 11 ab  。因为我们可以同时对 ib 加上任意一个整

数，则如果对于某 i， )(|| 1 Abbi  ，则 )()( AB  。因此只有有限个 )(AB 

其中 11 ab  ，使得 )()( AB  。 又因 )(AA  ，从而在 )(A 里有最小值。 

 

引理  2. 设序列 021  nxxx  和 021  nyyy  满足对所有的

ni ,,2,1  部分和 ixxx  21 小于等于部分和 iyyy  21 。则 
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证明：令 ii xxxs  21 ， ii yyyt  21 ，则 ,11   iii xss 11   iii ytt ，

ii ts  。 由 Abel 公式，要证不等式左边等价于 
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证毕。 
 

由引理 1， 对于一个给定的序列 n
iiaA 1}{  我们可以选择序列 )(}{ 1 AbB n

ii  

使得 )(B 最小。因为我们可以对 )( ii ba 进行排序并且可以给每一项加上一个常

数，不失一般性，我们假设 nbbb  21 并且
2

1
21




n
bbb n 。选择一

}1,,2,1{  nk  考虑序列 )(}{ 1 AcC n
ii   ，其中当 ki  时 ii bc  ，否则

1 ii bc 。由 B 的选择可知 )()( CB  ，即 

]1)(2)[()1()(
2

1

2

1

2

1

 


ji
njki

ji
njki

ji
njki

ji bbbbbbbb  

从而 





njki

ji knkbb
1

)()(20  

或者 





ni

i
ki

i knkknkbkbn
11

)12()(22  

计算可得 

n

kn

n

n

n

n

n

knk
b

ki
i

11

2

)12(

1












  

对序列 nbbb ,,, 21  和
nn

n

n

n 1
,,

1
, 


运用引理 2 得 

n

nn
bbb n

n

6

)12)(1(2
2

2
1


   

最后，我们有 

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2)1()( 







 

 ni
i

ni
i

nji
ji

ni
i

nji
ji bbnbbbnbb  

12

1

4

)1(

6

)12)(1( 22 








nnnn
。 

从而序列 B 满足条件( 'a )和(b)。 



国家集训队考试试题解答（二） 

2006 年 3 月 20 日 8：30—12：30， 沈阳 

 

1． 设两正数列 }{}{ nn ba 、 满足 

(a)  10 1 aa  ,   1,)( 111111   nbababba nnnnnnn ; 
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令 ,1 nnn bbx  则 
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对任意正整数 k ， 
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这推出 
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 这与 )( 矛盾. 这表明 .0,1  nan  

 

 

2． 设圆w是 ABC 的外接圆，点P 是 ABC 的一个内点，射线 CPBPAP 、、 分别交圆w于

点 111 B CA 、、 . 设 111 CBA 、、 关 于 三 边 ABCABC 、、 的 中 点 的 对 称 点 为

222 CBA 、、 . 求证: 222 CBA 的外接圆通过 ABC 的垂心. 

证明: 我们用 O 和 H 分别表示 ABC 的外心和垂心，用 D，E，F 分别表示边 BC，CA，AB

的中点.在圆w上选择三点 333 ,, CBA 使得 333 ,, CCBBAA 为圆w的直径.(如下图) 

 

因为 CHBAABBA //, 33  ，类似有 .//3 BHCA 因此 CHBA3 是平行四边形并且 D 是

3HA 的中点. 同样的方法我们得到 E 和 F 分别是 3HB 和 3HC 的中点.  

   设 O 点在直线 PA，PB，PC 上的正交投影分别为 444 CBA 、、 ，则 444 CBA 、、 三点落



在以 OP 为直径的圆周上。我们用 2w 表示这个圆. 由于 D 既是 3HA 又是 21 AA 的中点，从而 

312 AAHA   (即 132 AAHA 是平行四边形). 另一方面，由
9031  AAA 可知 31 AAA 和

OAA4 相似. 因为 .2,2/1/ 4313 OAAAAAAO   从而 .2 42 OAHA   同样的方法我

们 可 以 得 到 42 2OBHB  ， .2 42 OCHC  这 样 就 存 在 一 个 位 似 变 换 把 点

),,,( 222 CBAH 映到 ),,,( 444 CBAO ，注意到 444 ,,, CBAO 在圆 2w 上，从而 HCBA ,,, 222

共圆。 

 

3． 设 ),,2,1(, niba ii  是有理数使得对任意的实数 x 都有 
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上式表明  

)8(mod15 22222 ddcba   

有解. 不妨设 dcba ,,, 至少有一个奇数，且 

)8(mod4,1,0,,, 2222 dcba ， 上式显然无解，矛盾. 



国家集训队考试试题解答（三） 

2006 年 3 月 22 日 8：30—12：30， 沈阳 

 

 

1．设四边形 ABCD 内接于⊙O, 且圆心 O 不在四边形的边上, 对角线 AC 与 BD 交于点 P, 

ΔOAB、ΔOBC、ΔOCD、ΔODA 的外心分别为 O1、O2、O3、O4. 求证: 三条直线 O1O3、O2O4

与 OP 共点. 
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证明： 设⊙(OAB)与⊙(OCD)交于 M, 则 
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 所以,  M、B、C、P 四点共圆. 同理, M、P、D、A 四点共圆. 于是 
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这说明 MPOM . 但 OM 为⊙(OAB)与⊙(OCD)的公共弦, 所以 O1O3垂直平分 OM,  从而

O1O3 过 OP 的中点; 同理, O2O4 也过 OP 的中点. 故三条直线 O1O3、O2O4 与 OP 共点. 
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故只须证明 
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由 Cauchy 不等式得  

.tantantantan2)1()tan1)(1(
2

1

222

















 


i

n

i
i

ij
jii nn   












 


i

n

i
i

i n



tantan

1

1

cos

1

1

 

.1tns                           （3） 

又
s

t
st

s

t
ts

3
22 )(  是关于 s 单调增的 

且 )1()tan1(tan1
2

1

1

2

1

2 







 



nnns
n

i
i

n

i
i  . 

所以 

)1(
)1()(

3
22




nn

t
tnn

s

t
ts . 

下只须证明 

0))((

)1(
22

23





ntntnt

nnttnn
         （4） 

而由(3)知  .
1

n
n

s
t 


  

要证（4）只须证 

.022  ntnt  



事实上， .2 22 nnnntnt   

 

3．设 nd , 是正整数， nd | . n 元整数组 ),,,( 21 nxxx  满足条件： 

（1） ;0 21 nxxx n    

（2） ).(| 21 nxxxd    

证明：符合条件的所有 n 元数组中，恰有一半满足 .nxn   

证明：记符合条件的所有n 元组的集合为 M，M 中， nxn  的所有元素构成的子集合为 N，

N 关于 M 的补集为 N ，则欲证 

||2|| NM  （ || X 表示集合 X 的元素个数） 

  只须证         |||| NN  .                                       ①  

 对每一个 ,),,,( 21 Mxxx n   作一个 nn 的数表 )( ijaA  ，满足 

).,1(
j0

j1
nji

x

x
a

i

i
ij 










若

若
                          ② 

则 

.
1




n

j
iji ax  

将 A 中所有数字0 改写为1，而所有数字1改写为0 后，得到一个新数表 )( ijbB  .显然 

),1(}1,0{1 njiab ijij  .                              ③ 

比如：当 时)9,7,6,4,3,2,1,1,0(),,,(,9,3 921  xxxnd   









































































000000000

110000000

111000000

111110000

111111000

111111100

111111110

111111110

111111111

111111111

001111111

000111111

000001111

000000111

000000011

000000001

000000001

000000000

BA  



对每一个 i，显然有 

inii aaa  21 .                                     ④ 

inii bbb  21 .                                      ⑤  

令  ),1(
1

njby
n

i
ijj  



 则据⑤得 

nyyy n  210 .                                  ⑥ 

因为将 A 与 B 重叠后，恰是一个全为数字 1 的 nn 数表，故 

2

11

nyx
n

j
j

n

i
i 



.                                       ⑦ 

据已知条件 ,|,|
1



n

i
ixdnd  故由⑦得 




n

j
jyd

1

| .                                          ⑧ 

⑥和⑧表明 n 元组 ),,,( 21 nyyy  亦满足条件(1)和(2), 故 ,),,,( 21 Myyy n   若定义映

射 ,: MMf   使得 

),,,()),,,(( 2121 nn yyyxxxf   . 

因为对每一个 Mxxx n ),,,( 21  ， 能且只能够作唯一的一个数表 A及相应的 B，显然 A

与 B 是一对一的. 故 f 是 MM  的一个一一映射. 

   设经过映射 f ， N 和 N 的象的集合分别为
N 和


N ，由于 f 是一一映射，故 

|||||,|||
  NNNN . 

一方面，对每一个 Nxxx n ),,,( 21  ，因为 nxn  ，故 ).1(1 njanj   从而 

,0njb  特别的， ,0nnb  于是 .
1

nby
n

i
inn  



 .),,,( 21 Nyyy n   故 

||||||, NNNNN   .                           ⑨  

另一方面，对每一个 ,),,,( 21 Nxxx n   因为 ,nxn   又据条件(1) 

nxxx n  210 . 



从而对 ,,,2,1 ni   均有 nxi  ，据④得 ,021  nnnn aaa   于是 

..1
1

21 nbybbb
n

i
innnnnn  



 Nyyy n ),,,( 21  .  故 

||||||, NNNNN 
 .                      ⑩ 

综合⑨,⑩即得 

|||| NN  . 

 



国家集训队考试试题解答（四） 

2006 年 3 月 24 日 8：30—12：30， 沈阳 

 

1． 设 K，M 是 ABC 的边 AB 上的两点，L，N 是边 AC 上的两点，K 在 M，B 之间，L 在

N，C 之间，且 .
LN

CL

KM

BK
  求证： AMNAKLABC  ,, 的垂心在一条直线上. 

证 明 ：  设 AMNAKLABC  ,, 的 垂 心 分 别 为 321 ,, HHH ， 若

321 ,, HHH 有两点重合，显然它们共线，若 321 ,, HHH 两两不同，过 M 点作 AC

的垂线，交直线 21HH 于
'
3H . 

过 N 作 AB 的垂线交直线 21HH 于
''

3H . 

因为  ACBHACKHACMH  123 ,, ， 

所以  12
'
3 //// BHKHMH .  从而 21

'
32 HH

BK

KM
HH  . 

同理 21
''

32 HH
CL

LN
HH  .  又

CL

LN

BK

KM
  

所以
''

32
'
32 HHHH   

即 ''
3

'
3 , HH 是同一点，它是过 M 的 AC 的垂线和过 N 的 AB 的垂线的交点. 

所以
''

3
'
33 ,, HHH 是同一点.从而 321 ,, HHH 共线. 

 

 

2. 设 zyx ,, 是正实数且满足 1 zyx . 求证： 

.
2

2








 xyxz

xz

xzyz

yz

yzxy

xy
 

解：因为  .
27

8

3

)(2
))()((

3







 


zyx

xzzyyx  

所以我们只须证明更强一点的结论： 

4

33

))(())(())(())(())(())((

.))()((
4

33






























zyyx

zx

xzzy

z

yxxz

yz

zyyx

y

xzzy

xy

yzzx

x
f

xzzyyx
xyxz

xz

xzyz

yz

yzxy

xy



由于 f 关于 x，y，z 轮换对称，不妨设 },,min{ zyxx  ，下只须分两种情况 zyxi )( 和

yzxii )( 证明便可，由于两种情况的证明本质上完全相同，我们仅证第一种情况. 

由 yzzxxyzyx  ， ))(())(())(( xzyxyxzyxzzy  . 

于是 

))(())(())(( yxxz

yz

zyyx

zx

xzzy

xy








                  ① 

而 .
))(())((

)()(
zyyx

y

yxxz

x
xzyzyx





  

同理     .
))(())(( xzzy

z

zyyx

y





 

从而 

.
))(())(())(( xzzy

z

zyyx

y

yxxz

x








                    ② 

由①，②及排序不等式知 

.
))((4

1
2

)()(
3

))((2

1
2

)()(

))(()()(

))(()()()()())((

22

22

22

2

2

222

2
















































zyyx

y

zyyx

xyz

zyyx

y

zyyx

xyz

xz

z

xz

x

zyyx

y

zyyx

xyz

zyyxxz

yz

zyyx

xyz

zyxzyx

yx
f

 

因此要证
4

33
f ，只须证明 

.0)3(

69

)()(9))((816

16

9

))((2

1

)()(

2

222

22

22













yxyz

xyzyzx

zyyxzyyxyxyz

zyyx

y

zyyx

xyz

 

 

 

3. 求出所有整系数二次多项式 baxxxd  2)( ， 使得存在整系数多项式 )(xp 和非零



整系数多项式 )(xq ，满足  

Rxxqxdxp  ,1))()(())(( 22 .                （*） 

解： 我们用 Z[x]表示整系数多项式， ][xZn 表示整系数 n 次多项式的集合。我们将证明如

下命题： 

命题：方程(*)存在非平凡解 )(, xZqp  当且仅当 

.),2,2(),1,2(),,12(),( 222 Zkkkkkkkkba   

引理 1. 方程（*）存在非平凡解 ZqxZp  ],[1 ,当且仅当 

.),1,2(),,12(),( 22 Zkkkkkkba   

证明：充分性： 若 ),12(),( 2 kkkba  ，则 122  kxp ， 2q 是（*）的解. 若

)1,2(),( 2  kkba 则 1,  qkxp 是（*）的解. 

必要性：令 Zleclqecxp  ,,0,, 满足（*）. 

则 

.,1)()( 222 Rxbaxxlecx   

整理得 

1,2, 22222  blealcelc . 

即 

1,2, 22  bcecaecl . 

若 ka 2 为偶数，则 11 2222  kbbckccke . 

若 12  ka 为奇数，则 

.,444)12(
2

)12( 22222 kkbcbckc
kc

e 


  

 

引 理  2. ka 2 为 偶 数 ， 则 存 在 ][],[ 12 xZqxZp  满 足 (*) 当 且 仅 当

2,1 22  kkb . 

证明：充分性：若 )1,2(),( 2  kkba ，则 )(2,1)(2 2 kxqkxp  是(*)的解. 若 

)2,2(),( 2  kkba ，则 kxqkxp  ,1)( 2
是(*)的解. 



必要性：做变量替换 xkx  , 则 )(xd 变为 lxxd  2)( . 设 ehxcxp  2
，

gfxq  带入(*)后比较系数得 

1lg,,2,,0 2222222  elfgheglfcehfgchfc  

lfeghfc  2,,  

上式推出 02,0,0  ghghle  

2,1,2,1  llfe  

引理 3. 设整系数二次多项式 baxxxd  2)( 满足 1,0a 且当 0a 时 2|| b ，当

1a 时， 0b . 则对方程(*)的任意解 ][)(),( xZxqxp  ，都存在 ][)(1 xZxp  使得 

1)()()( 1  xdxpxp . 

证明： 令 ].[)(),()()()( 1111 xZbxaxrxrxdxpxp   

       
2

42 baa
x


 是 0)( xd 的两个根. 

则        

1)()( 22   xrxr  

即 1)()( 2
11

2
11   bxabxa  

从而  0)2( 111  baaa  

如果 02 11  baa ，则 4)4(1)( 22
1

2  baaxr  矛盾。 

故 1,0 11  ba . 

 

由引理 1 和 2，命题结论的充分性已得到证明。 

下 证 必 要 性 ：  令 12,2  kka ， 做 变 量 替 换 xkx  ， 则 ,)( 2 cxxd   

Zccxx  ,2 . 我们将证明下面条件成立时， 

3||,)( 2  ccxxd                        （1） 

或 

1||,)( 2  ccxxxd                      （2） 



方程(*)没有非平凡的解 ][, xZqp  . 

我们将对 pn deg 做归纳法. 

由引理 1 和 2 ，当 (1)( 或（ 2 ） ) 成立时，方程 (*)没有非平方解 )(),( xqxp 满足

)1)((deg2)(deg  xpxp . 

下设方程(*)在条件(1)(或（2）)成立时，没有满足 np deg 的解 ][, xZqp  . 我们用反证

法证明它也没有满足 np deg 的解. 

 设 ][],[ 2 xZqxZp nn  是(*)的一个解，由引理 3，存在 ][1 xZp  使得 11  dpp . 带

入(*)得 .)2( 2
11 qdpp   由于 1p 与 21 dp 互素，从而存在 ][)(),(,1 xZxvxuZc  满

足 

2
11

2
11 2, vcdpucp  . 推出 2)( 22

1  duvc . 

令 ][,,,)( 111111 xZvZbabxadvxv  . 

设  xx , 为 0)( xd 的两个根， 则 

2)()( 2
111

2
111   bxacbxac  

若 01 a ， 则由上式可得(见引理 3 的证明) 

4)4( 22
11  caac   矛盾. 

故 01 a ，推出 22
11 bc ，推出 21 c . 

这样我们得到 

122  duv . 

注意到  

nPV  degdeg ， 由归纳法假设上式不成立.  



国家集训队考试试题（五） 

2006 年 3 月 26 日 8：30—12：30， 沈阳 

 

1．设 A为正整数集
N 的一个非空子集， 如果所有充分大的正整数都可以写成 A 中两个数

之和(可以相同)，则称 A为一个二阶基. 对 1x ，记 )(xA 为 A中所有不超过 x 的正整数组

成的集合. 证明：存在一个二阶基 A及正常数C ，使得对所有 1x 都有 xCxA |)(| . 

证明：令 

   
}.,0|222{

},0|222{

21
121212

21
222

21

21

Zcccc

ZbbbbA

im
ccc

in
bbb

m

n




 


 

由 每 一 个 整 数 都 可 以 表 为 r
kkk kkkr   210,222 21 的 形 式 及

)1(222 11   kkkk
知 A为一个二阶基. 

若 ,222 222 21 xnbbb    则 xnb 22 ， xnb 2 .  

从而 

xnn bbbb 22222 121   . 

因此 )(xA 中形如 nbbb 222 222 21   的数的个数不超过 x2 . 

若 xmccc   121212 222 21   则 xmc 122 ，
2

2
x

mc  . 

从而 

xnm cccc 22222 121   . 

因此 )(xA 中形如
121212 222 21   mccc  的数的个数不超过 x2 . 

所以 

xxA )22(|)(|  . 

 

2. 设 )(nf 满足 ,3,2,1)),1(()(,0)0(  nnffnnff . 试确定所有实系数多

项式 )(xg ，使得 

,2,1,0)],([)(  nngnf ， 

其中 )]([ ng 表示不超过 )(ng 的最大整数. 



解：答案： )1)(15(
2

1
)(  xxg . 

(1)先证明 





  )1)(15(
2

1
)( nnf . 

令 )15(
2

1
 . 只需证明对 ,2,1n 有     )1]([)1(  nnn . 

设   ][nn ，则（注意到 12  ） 

    ][][][)1(   nnn  

       
   

     







)1(

][][

)1()1]([ 2

nn

nnnn

nnnnn

 

因此只要证明     0  . 

情形 1. 1 ，此时   0 . 

 01)1)(1()1( 2    

1   

因此   0  . 

情形 2. 1 . 因为 2 ，故 1][  . 

此时， 

01)1)(1()1( 2   . 

1)1()1(   . 

因此      1 . 

即     0  . 

所以 )1()(  nxg 满足要求. 

(2)证明 .0,,,)(  aRbabaxxg  

设 0,)( 01
1

1  
 k

k
k

k
k aaxaxaxaxg   

由条件 

 



   ))1(()(  nggnng .                    (*) 

因此 

   
222

))1(()(
kkk n

ngg

n

n

n

ng 
 .                 （**） 

若 2k ，则令 n ， 有 100  k
ka ，与 0ka 矛盾. 

因此 1k . 又由(*)知 )(xg 不能恒为常数，故 1k ，即 0,)( 101  aaxaxg  

(3) 证明 nnf  )(0 . 

对 n 用归纳法： 

1） 0n 显然成立； 

2）假设 1n 成立，现看 n 的情形. 由归纳假设 

1)1(0  nnf , 1)1())1((0  nnfnff . 

因此 nnf  )(1 .  

由数学归纳法知对所有的 n ， 有 nnf  )(0 . 

(4)证明 Rbbxxg  ,)(  . 

由(2)知 .0,,,)(  aRbabaxxg  

在(**)中令 n ，有 21 aa  . 

由(3)知 0a ，因此 


2

51
a . 

即 bxxg  )( . 

(5)证明   xxg )( . 

     
   abnn

bnbnngnf




)}1({)1(

)1()()(




 

由(1)知对所有的 0n ，有   0)}1({   bn . 

令 0n 知 10  b . 

若 0b ，我们将证明存在 n ，使得 

).(
2

1
)}1({ bn    此时   1)}1({   bn . 

 



若 0b ，我们将证明存在 n ，使得 

).(
2

1
1)}1({   bn  此时   1)}1({   bn . 

为此要证明 

引理： 设 0),15(
2

1
  ，则存在正整数 21 , nn 使得 

                    1}{,}{ 21 nn . 

证：设 N 为一正整数， 
N

1
. 

考虑 }{,},2{},{,0  N 共 1N 个数，一定存在 lkNlk  ,,0 使得 

N
lk

1
}{}{0   . 

即    
N

lklk
1

][][)(0   . 

若 lk  ， 则 

 
N

lk
1

}){(0 . 

此时，设 L为整数，使 

})){(1(1}){(  lkLlkL  . 

由于   }){()()(  lkLlkLlkL  , 

故   1}){(1}){(})({ lklkLlkL . 

若 lk  ， 则 

0][][)(
1

  lkkl
N

. 

即 01}){(
1

 kl
N

. 

即 

1}){(
1

11   kl
N

. 

取整数T ，使 

})){(1)(1(1})){(1(  klTklT  . 

则 

 

  })){(1(11)(

)1})({(])[(

}){()()(






klTTklT

klTTklT

klTklTklT





 

因此 



 
N

klklTklT
1

}){(1})){(1(1})({ . 

引理得证. 

所以 0b ，即 b . 

综上得 

)1)(15(
2

1
)(  xxg . 

 

3. 给定正整数 nm, . 将 nm 棋盘上的mn 个 11 方格交替地染成红蓝两色(有公共边的任

二个方格不同色，左下角方格为红色). 此时从左下到右上的对角线被染成一些红、蓝线段(每

条线段与它所在的方格同色). 试求所有红色线段的长度之和. 

解:令红色线段长度之和为 L , 蓝色线段长度之和为 S , 则 22 nmSL  . 

设 bdnad,md,n)(m,  . 则 1b)(a,  .对角线上共有 1d 个格点(方格的顶点),

将对角线等分为 d 段,每段上线段的长度分布情况相同(颜色或相同或相反). 每段是一个

ba 棋盘的对角线,内部不含格点, 因此各线段的颜色红蓝交替. 

    (1). 若 ba, 一奇一偶, 每个 ba 棋盘对角线的中点是某个方格一边的中点, 对角线上

的各线段关于中点对称分布且颜色相反, 故两色线段总长度相等. 
2

22 nm
SL


 . 

    (2).若 ba, 同为奇数. 由于 ba  为偶数, d 个 ba 棋盘的颜色分布彼此相同. 

duSL  , u 是一个 ba 棋盘的对角线上红蓝线段总长度之差. 

    不妨设 ba  . 1b 时, 对角线等分为 a 段, 第一段为红色, 各段红蓝交替, 段数为奇

数, 故
a

ba
u

22 
 . 

下设 1 ba . 将对角线 ab 等分, 分点记为 1,,2,1 ab , 每小段长
ab

ba
v

22 
 .

分点 )11(  ajjb 是对角线与水平方格线的交点, )11(  biia 是与竖直方格线的

交点. 它们是红,蓝线段的分界点, 将其它分点抹去. jb 将对角线等分为a个区间, 每个长为

bv. 点 ia 分布在这些区间内, 每个区间至多含一个点, 故正好有 1b 个区间各含一个点, 另

外 1 ba 个区间为空. 下面对两种区间分别求红蓝线段长度的代数和(红色取  , 蓝色取

－. 任一线段的符号等于
k)1( ,  k 是该线段左侧的分点个数, 含该线段的左端点). 

    空区间整段同色, 第一个为红色 (因为 ba  ). 相邻的两个空区间隔着偶数个线段, 故

颜色相反. 又因空区间的个数为奇数, 故所有空区间长度的代数和等于 bv. 

    令 )11(  brrbqia iii , 则分点 ia 在区间 ])1(,[ bqbq ii  内, 将它分为颜色相



反的两线段, 左段长为 ir v, 右段长为( irb  )v. 注意到这个区间左侧共有 1 iqi 个分点

( 含 bqi ). 故 这 个 区 间 两 线 段 长 度 的 代 数 和 等 于

1(( 1) ( 1) ( ))i iq i q i
i ir b r v      = ( 1) ( 2 )iq i

ib r v  .因为 iii rbaqiqa  )()( ， ba    

为偶数, a 为奇数, 故 iqi  与 ir 同奇偶. 又因 a 与 b 互素,  i 取遍 1,,2,1 b 时 ir 也取遍

1,,2,1 b . 于 是 得 到 所 有 不 空 区 间 上 线 段 长 度 的 代 数 和 等 于 

1 1

1 1

( 1) ( 2 ) ( 1) ( 2 )i i

i

b b
q i r

i i
i r

v b r v b r
 



 

      . 由于 1b 为偶数, 这个和式等于 

vbrv
b

r

r )1())1(20(
1

1

 




. 

    于是 vvbbvu  )1( , 2
22

),( nm
mn

nm
duSL


 . 1b 的结果与此一致. 

    综上可得, 当 ab 为偶数, 即 m 与 n 含素因子 2 的方次不同时,  L=
2 2

2

m n
; 

而 m 与 n 含素因子 2 的方次相同时, L=
2 2

2(( , ) )
2

m n
m n mn

mn


 , 其中 ),( nm 是 m 与 n 的

最大公因数. 

 



国家集训队考试试题解答（六） 

2006 年 3 月 28 日 8：30—12：30， 沈阳 

 

1. 设⊙ 1O 与⊙ 2O 交于两点 BA, . 点 R 在⊙ 1O 的弧 AB 上，点T 在⊙ 2O 的弧 AB 上（如

图）. BRAR, 与⊙ 2O 交于 DC, ， BTAT , 交⊙ 1O 于 PQ, . 若 PR与TD 交于 E ，TC 与

RQ交于 F . 求证： ARATBFBRBTAE  . 

 

 

证明：延长 DBAQ, 交于 H . 连接

ADBC, ，则有 

HDHBHAHT

HRHBHAHQ




 

相除得 

TDQR
HD

HR

HT

HQ
// . 

同理 TCPR // . 

又 RFCDTCRBC   

所以 CBFR ,,, 共圆. 

令   ARPADTTBABAQFRBTCB , . 

由正弦定理，在 ABT 中，



sin

sin


BT

AT
，同理

BAR

ABR

BR

AR





sin

sin
 

从而   
BAR

ABR

BRBT

ARAT








sin

sin

sin

sin




 

又 

BAR

ABR

BTC

ABR

TPE

AQR

TAE

ATE

TE

AE

















sin

sin

sin

sin

sin

sin

sin

sin
，     




sin

sin


FR

BF
 

相除得 




sin

sin

sin

sin









BAR

ABR

TEBF

FRAE
.  

又TERF 是平行四边形，所以  
BRBT

ARAT

BF

AE




 . 

 

2. 证明：对任给正整数 nm, ，总存在正整数 k ，使得 mk 2 至少有n 个不同的素因子. 

O1

O2

H

A
B

C

D

P

Q

T

R

E F



证明：固定m ，不妨设m 为奇数. 我们将证明对任何正整数 n ，总存在 nk ，使得 mnk 2 至

少有 n 个不同得素因子. 对n 用归纳法： 

1) 当 1n 时， mm 32 至少有一个素因子. 

2) 假设 mnk 2 至少有 n 个不同得素因子，令 mA nk
n  2 ，则 1)2,( nA ，且 

)(mod22 2)( 2

nn
kAk AAmm nnn  . 

因此  mA nn Ak
n  )( 2

2|  . 

取素数 p ，
n

Ak

A

m
p

nn  )( 2

2
|



， 由 )(mod1
2 )( 2

n
n

Ak

A
A

mnn




 知 p 不能整除 nA . 

所以 

mnn Ak  )( 2

2 
至少有 1n 个不同素因子，由数学归纳法知结论成立. 

 

3. 设 nk, 为大于 1的正整数，N 为正整数集. kAAA ,,, 21  为 N 的两两不相交的子集， 其

并为 N . 证明：对某个 },,2,1{ ki  ，存在无穷多个不可约的 n 次多项式，使得每个多项

式系数两两不同且都在 iA 中.  

解：我们先证一个引理. 

引理：设 0
1

1
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n  

  为整系数多项式. 如果 pa 0 为质数，且

|||| 1 naap   ，则 f 为不可约多项式. 

证明：设 )()()( xhxgxf  ， hg, 为整系数多项式，则 )0()0( hgp  . 由于 p 是素数，所

以 1|)0(| g 或者 1|)0(| f . 不妨设 1|)0(| g ，则 g 的所有复根的绝对值的乘积为 1，即 g

存在一个根 ，满足 1||  ，从而 也是 f 的根. 

但 

 
 


n

i

n

i
i

i
i

n

i

i
i apappaf

1 11

0|||||)(|   

矛盾，故 f 为不可约多项式. 

再由 iA 包含有无穷多个质数，由引理我们可以找到无穷多个不可约的 n 次多项式，使得每

个多项式系数两两不同且都在 iA 中.  



国家集训队选拔考试试题 

2006 年 3 月 31 日  8：00—12：30， 沈阳 

 

 

1. 设 H 为 ABC 的垂心 , FED ,, 为 ABC 的外接圆上三点使得 CFBEAD //// , 

UTS ,, 分别为 FED ,, 关于边 ABCABC ,, 的对称点. 求证: HUTS ,,, 四点共圆.  

证明： 先证明引理: 设 O、H 分别为 ΔABC 的外心和垂心, P 为 ΔABC 的外接圆上任意

一点, P 关于 BC 的中点的对称点为 Q，则 QH 的垂直平分线与直线 AP 关于 OH 的中点对称. 

事实上, 过 A 作 ΔABC 的外接圆的直径 AA', 则 A'与 ΔABC 的垂心 H 也关于 BC 的中点

对称, 所以 QH A'P. 又 A'PAP, 因此, QHAP.设 D、N 分别为 AP、QH 的中点, 则

A'P=2OD,QH=2NH, 于是, OD NH. 而 APOD, 故 QH 的垂直平分线与直线 AP 关于 OH 的

中点对称. 

A

H
O

B

A'

N

M

Q

P

D

C

 

A

H

OB

U

F

T
M S

P

E

D C

 

再证原题.过点 D 作 BC 的平行线与 ΔABC 的外接圆交于另一点 P. 由 AD∥BE∥CF 易

知 PE∥CA, PF∥AB. 因 PD∥BC, S 是点 D 关于 BC 的对称点, 所以, 点 P 关于 BC 的中点的

对称点是 S. 于是, 设 ΔABC 的外心为 O, OH 的中点为 M, 由引理, 直线 AP 关于点 M 的对

称直线是 HS 的垂直平分线; 同理, 直线 BP、CP 关于点 M 的对称直线分别是 HT 的垂直平

分线和 HU 的垂直平分线. 而 AP、BP、CP 有公共点 P, 因此 HS、HT、HU 这三条线段的三

条垂直平分线交于一点. 故 S、T、U、H 四点共圆.  

 

 

2. 给定正整数 n ，求最大的实数C ，满足：若一组大于 1 的整数 (可以有相同的)的倒数之

和小于C ，则一定可以将这一组数分成不超过 n 组，使得每一组数的倒数之和都小于 1. 

答案： .
2

1


n
C  

取这一组数为 saaa ,, 21 ，若 221  saaa  知
2

1


n
C . 

下面对 n 用数学归纳法证明：若 







s

i i

n

a1 2

11
， 

则可将 saaa ,,, 21  分成不超过 n 组，使得每组数的倒数之和小于 1. 



1) 1n 时，结论成立. 

2）假设 1n 时结论成立，现看 n 的情形. 

 

 

 

3. 对正整数M ，如果存在整数 dcba ,,, ，使得 

49 MdcbaM ， bcad  ， 

则称M 为好数, 否则称M 为坏数. 试求最大的好数和最小的坏数. 

解：最大的好数是 576，最小的坏数是 443. 

引理：若正整数 dcba ,,, 满足 dcba  ， bcad  ，则存在正整数 vu, ，使得 

duvvua  )1)(1( . 

从而(不妨设 vu  ) 

duvvuvuvua  )1()1()1)(1( . 

)]1(][)1[(])][1)(1[(  vuvuuvvu . 

证：由 bcad  知
),(),(),(),( ca

c

db

b

db

d

cb

a
 . 

因为 1
),(

,
),(

,1
),(

,
),(


















db

b

db

d

ca

c

ca

a
，故 

s
db

b

ca

a


),(),(
，      t

ca

c

db

d


),(),(
. 

因此 

tdbdtcacsdbbscaa ),(,),(,),(,),(  . 

由 ba  知 ),(),( dbca  ，由 ca  知 ts  . 

令 tvdbu  ),,( ，则 

uvdtuscaa  ),1)(1(),( . 

(i) 576 是最大的好数. 

由 6252525252425242424576  ， 知 576 为好数. 

设 ,577M  若M 为好数，则由引理知存在正整数 ,,, vuvu  使得 

49)1)(1(  MuvvuM . 

由此知 49)1)(1(  vuuv ，即 50 vu . 



另一方面，由

2

2

2
)1)(1(577 






 


vu

vuM 知 

22 482308)2(  vu , 从而 492  vu ，即 51 vu ，矛盾. 

所以 576 为最大的好数. 

(ii)当 2881  M 时，取整数 n ，使得 

)1(134913  nMn . 

则 3374913  Mn . 从而 25n . 

这样 MnMnnn  255025)1(13)1(12 . 

即 

 4913)1(12  MnnM . 

因此当 2881  M ，M 为好数. 

取

)}.35,14(),23,21(),24,20(),25,19(),26,18(),29,16(),24,19(

),30,15(),21,21(),20,20(),24,18(),33,13(),21,20(),22,19(),24,17(

),20,20(),26,15(),20,19(),25,15(),26,14(),19,19(),25,14(),26,13{()},{( 23
1 iii vu

验证知 

23,,3,2,50)1)(1( 11   ivuvu iiii . 

442)1)(1(,338,300)1)(1( 2323  vuvuvu iiii . 

当 300288  M 时， 49)1)(1( 1111  MvuvuM . 

当 )1)(1()1)(1( 11   iiii vuMvu 时 

.23,,3,2,4950)1)(1()1)(1( 11   iMvuvuvuM iiiiii  

因此，当 442288  M 时，M 为好数. 

下证 443 为坏数. 

假设 443 为好数，则由引理知存在正整数 ,,, vuvu  使得 

492)1)(1(443  uvvu . 

因此 49)1)(1(  vuuv ，即 50 vu . 

又

2

2

2
)1)(1(443 






 


vu

vu ，得 45 vu . 

由
2)1(121)1)(1(443  uvuvuvvuuvvu  



知 484,22  uvuv . 492,491,490,489,488,487,486,485,484uv 中 满 足

5045  vu 只 有 )27,18(),35,14(),( vu 而 4422617,4423413  与

443)1)(1(  vu 矛盾. 所以 443 为最小的坏数. 



国家集训队选拔考试试题解答 

2006 年 4 月 1 日  8：00—12：30， 沈阳 

 

4. 设 3k 是奇数. 证明：存在一个次数为 k 的非整系数的整值多项式 )(xf ，具有下面的

性质： 

(1) 1)1(,0)0(  ff ; 

(2) 有无穷多个正整数n ，使得：若方程 

)()( 1 sxfxfn    

有整数解 sxx ,,1  ，则 12  ks .  

(若对每个整数 x ，都有 )(xf ，则称 )(xf 为整值多项式.) 

解：我们需要一个引理. 

引理：存在一个 k 次整值多项式 )(xf ，系数不全是整数，满足 1)1(,0)0(  ff ，以及 








.)2(mod1

,),2(mod0
)(

为奇数当，

为偶数当

x

x
xf

k

k

 

证明：熟知，满足 1)1(,0)0(  ff 的 k 次整值多项式 )(xf 可表示为下面的形式 

)()()()( 1111 xFaxFaxFaxf kkkk                          (1) 

其中 1,,,
!

)1()1(
)( aa

i

ixxx
xF ki 

 
 为整数， 1,0 1  aak . 

容易验证 )()(2)()2( 21 xFxFxFxF iiii   ，故由(1)易知 

)()2()(2)()2( 1

1

1
11 xFaaxFaxfxf i

k

i
iikk 




                    (2)       

现在我们取 2,, aak  满足 








 .11,02

,22

1 kiaa

a

ii

k
k  

则易解得(注意 11 a )， 2,,2,2 2
2

1
1  


 aaa k

k
k

k  从而(2)化为 

)(2)()2( 1 xFxfxf k
k

 . 

由此立得，对所有整数 x ，有 



)2(mod0)()2( kxfxf                           (3) 

由于 1)1(,0)0(  ff ，故由(3)易推出多项式 

)()(2)(2)(2)( 121
21 xFxFxFxFxf k

k
k

k  
   

满足引理的要求(注意
kx 的系数是

!

2 1

k

k

，这在 3k 时非整数.) 

  回到问题，取 )2(mod1 kn  ，则若有整数 sxx ,,1  使得 nxfxf s  )()( 1  ， 

则更有 

)2(mod1)()( 1
k

sxfxf  .                             (4) 

由引理可知，(4)中左边每一项 k2mod 是0 或1，故加项至少有 12 k
个，即 12  ks . 

 

5. 给定正整数 bam ,, ， 1),( ba . A是正整数集的非空子集，使得对任意的正整数 n 都有

Aan  或 Abn . 对所有满足上述性质的集合 A，求 },,2,1{ mA  的最小值. 

解：(i) 1 ba 时， },,2,1{},,2,1{ mmA   ， mmA },,2,1{    

(ii) 不妨设 ba  . 令 

},,||{ 1
1 为奇数则若  kakakA    

现验证 1A 满足条件： 

任取正整数 n ，设 1nan  ， a 不整除 1n . 

若 |2 ，则 11
1 Anaan  

； 

若 a 不整除 ，则 11 Abnabn   . 

我们有 













1

1
1 )1(},,2,1{

i
i

i

a

m
mA  . 

(iii) 对任何正整数 n ，取 acn  或b ，使 Ancn  . 令 },3,2,{ 321 cccB  . 

因此 

},,2,1{},,2,1{ mBmA   .                     (1) 

对任何 n ，设 1nan  ， a 不整除 1n ，取 








.2,

|2,




不整除若

，若

b

a
dn  

令 

},)2(,)1(,,,2,{ 2121    nnnn cncnndddB ， BB 0 . 

我们将证明 

 ,2,1,0,},,2,1{},,2,1{ 1   imBmB ii        (2) 

对 i 用归纳法. 

当 0i 时，若 bc 1 ，则 ),2(1  iicc i  并且 

,},,2,1{},,3,2{1},,2,1{ 320 mmccmB    

},,2,1{},,2,1{},,3,2{1},,2,1{ 0321 mBmmccmB   . 

若 ac 1 ，则 10 BB  . 因此对 0i ，(2)成立. 

下设 1i ，假设 ,1,11 iii naidc    a 不整除 in . 

若 |2 ，则 ,1 adi   从而 bci 1 . 

此时， ii bnaci  1)1( ， a 不整除 ibn . 

由于 iiddd ,,2, 21  中每一个含 a 的最高幂均为奇数， |2 ，故 

ii idddci ,,2,)1( 211   . 

当 1 ij 时， 

ji jcjbbici   )1()1( 1 . 

此时，若 mci i  1)1( ，则 

.},,2,1{

},,2,1{},)2(,)1(,,,2,{

},,2,1{},)2(,,,2,{1},,2,1{

1

2121

221

mB

mcidiiddd

mciidddmB

i

iii

iii



















 

若 mci i  1)1( ，则 

.)1()1()1()1( 11 mcibiaidi ii    

此时(2)中等号成立. 

若 2 不整除 ，则 bdi 1 ，从而 aci 1 . 此时 



.1,)1( 1''
1 '  
 ibnaidibnadi iiii

  

因此 

.},,2,1{

},,2,1{},)2(,)1(,,,2,{

},,2,1{},)2(,,,2,{

},,2,1{},)1(,,,2,{},,2,1{

1

2121

221

121

mB

mcidiiddd

mciiddd

mciidddmB

i

iii

ii

iii

























 

即(2)成立. 

这就证明了(2)对所有 i 成立. 

设 n 为最大的正整数，使得 mndn  . 则由(1), (2)知 

.)1(

},,2,1{},,2,1{

},,2,1{},,2,1{},,2,1{

1

1

1

0

















i
i

i

n

a

m

mAmB

mBmBmA





 

 

 

6. 已知 ABC 覆盖凸多边形M . 证明：存在一个与 ABC 全等的三角形，能够覆盖M ，

并且它的一条边所在的直线与M 的一条边所在的直线平行或者重合. 

证明：首先我们不妨设M 有三个顶点位于 ABC 的边上或M 有一个顶点与 ABC 的某顶

点重合(比如 B )，M 的另一顶点位于 A点的对边上. 如图 

A1

B1

C1

A C

B

           
B2

A C

B

 

设初始状态下 011  BAC ，我们分别将 M 绕 1C 顺时针和逆时针旋转. 设顺时针转 1 时

M 第一次出现某一边与 ABC 某一边平行，逆时针转 2 时M 第一次出现某一边与 ABC

某一边平行. 对 ],[ 21   ， 202101 ,   ，设M 首先绕 1C 旋转到相应的

角度，然后再分别作以 A和 B 为中心的位似变换，使得M 的像(记为 M )的相应的两顶点

重新分别位于 AC 和 BC 上. 设 1)(),(),( 01111   fnfBAmfBC ，其中 nm, 分别是

初始状态下相应的距离. 令 111 ABCB  (为定值)，则 



)sin(
sin

)(

sin

sin)(
11 








C

nf

A

mf
CBABAC . 

故 

)sin(

sinsin

sin)sin(sinsin

sinsin
)(

1











a

CAAC

AnCm

CAAC
f  

其中 1,a 为常数 . 由于 )sin( 1  为上凸函数，故其必然在端点达到最小值 . 故

1)()}(),(max{ 021   fff ，故
1

M 或
2

M 与M 相似比例常数不小于 1，并且位于

ABC 中. 

对于第二种情况可以类似讨论 . 设  sin
sin

,1)(),( 2
202 




A

BB
ABfmfBB ，

)sin(
sin

2
2 


 B

C

BB
CB . 从而 

CA

af
B

C

mf

A

mf
AC











sinsin

)sin()(
)sin(

sin

)(

sin

sin)( 1


. 

故 

)sin(

sinsin
)(

1






a

CAAC
f  

结论一样. 
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