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第二届罗马尼亚数学大师杯数学竞赛

第二届罗马尼亚数学大师杯数学竞赛(RMM)于2009年2月26日一3月2日在罗马尼亚

首都布加勒斯特举行。中国、美国、俄罗斯、保加利亚、英国、意大利、塞尔维亚、罗马尼亚(派出

了三支队伍)共8个国家的10支队伍参加了比赛。考试时间是5个小时，4个试题，每题7

分，共28分。我国派出了由领队熊斌(华东师大数学奥林匹克研究中心)，副领队冯志刚(上海

中学)，队员宣炎、陈家豪(复旦大学附属中学)，朱靓好、李弘毅(华东师范大学附属第二中学)，

阮丰、唐志皓(上海中学)组成的代表队参加了此次竞赛。

共有57名学生参加此次考试。有6名学生获得金牌(金牌分数线是23分)，10名学生获

得银牌(银牌分数线是16分)，23名学生获得铜牌(铜牌分数线是11分)。

中国队成绩如下：唐志皓(27分，金牌，第一名)，陈家豪(24分，金牌，第二名)，宣炎(23分，

金牌，第三名(并列))，阮丰(21分，银牌，第八名(并列))，李弘毅(14分，铜牌)，朱靓好(10分)。

中国队以74分获得此次竞赛的团体第一名(按照每支代表队前三名成绩的和排列)。

期间，还举行了庆祝国际数学奥林匹克50周年的庆典活动。熊斌和冯志刚作为嘉宾参加

了这次庆典并获得了纪念证书。

1．对正整数al，口2，⋯。a^，记
j

n=洲％二地)_志‘
令d=god(al，a2，⋯，吼)表示al，a2，

⋯，。t的最大公约数．证明：鲁(口．，．1，口。)是
一个整数．

2．一个由空间中的点组成的集合S满

足性质：s中任意两点之间的距离互不相同．

假设s中的点的坐标(菇，Y，彳)都是整数，且

l≤石、Y、名≤n．证明：集合S的元素个数小于

rainl(n+2)√詈，n佰j·
3．在平面上给定任意三点不共线的四个

点A。、A2、A，、A。，使得

AlA2。A3A4=AlA3’A2A4=AlA4’A2A3．

记0；是△A。4—4，的外心({i，J，k，Z}=

{1，2，3，4})．假设对每个下标i，都有A；≠

0i．证明：四条直线AiO，共点或平行．

4．对一个由正整数组成的有限集X，定

义

∑(x)=∑arctan i1．

设一个由正整数组成的有限集S，满足

∑(s)<吾．证明：至少存在一个由正整数组

成的有限集r，使得SC丁，且∑(r)=号．

参考答案

1．设al=dxl，a2=dx2，⋯，aI=dxI．则

(石l，菇2，⋯，算^)=1．

由Bezout定理知，存在整数l／,l，It2，⋯，

‰，使得∑Ⅱm=1．所以，∑毗哦=d．令

sj=詈L?旭)
’J

=研而_志瑞百而硼“：l，2瓦而币=丽i可丌i而可硼¨刮’
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2，⋯，☆)．

考虑由o。个1，n2个2，口f一。个i—l，

毗一1个i，口⋯个i 4-1，⋯，吼个k这／／,一1

个数组成的排列．易知这样的排列共有&

种．所以，5i是整数．从而，

詈(％．．．旭)=毒警(％．．．地)=喜uiSi
是整数．

2．记I S I=t．则对任意的(菇。，Yl，=1)、

(筇2，Y2，z2)∈S，都有

(茗I—X2)2+(yl一，，2)2+(zl一7．2)2≤3(，l一1)2

(因为满足1≤名、Y、z≤／7,的整点之间的距离

不超过(1，l，1)与(／2,，／7,，／7,)之间的距离)，并

且依题意S中任意两点之间的距离互不相

同．故C2．≤3(n—1)2，得

t2一t≤6(／'t—1)2．

于是，￡≤百1+丢v厂n忑页i1了<n拓

(最后一个不等式等价于l+24(rI—1)2<

(2n拈一1)2，展开后移项即可得到)．

另一方面，对S中的任意两点(筏，Yi，

毛)、(≈，Yj，弓)，考虑集合{8，b，c}(允许出现

重复元素)，这里，

口=l石‘一％l，b=I咒一乃I，c=I盈一刁I．

依题意，所得的{n，b，c}两两不同，且

0≤口、b、c≤n一1(o、b、c不全为0)．于是，

C：≤c：+2C．+c：一1． ①

故C2<晓+2《+C：．

解得t<丢+冉丐忑瓦鬲．

当剃时'有t<(Ⅲ孵(这只需
证明：

’

{+冉巧蕊妯㈣冉
．甘百1+了1 n(死+1)(凡+2)

≤【⋯2垢一再
展开后移项即知此不等式在／／,t>3时成立)．

于是，当nt>3时，总有

⋯in{(Ⅲ)‘冉，n佰)． ②

而当n=1时，t=1；当n=2时，由式①

知t≤3．I比时．式⑦位．成屯．命题获证．

3．若四个点

AI、A2、A3、A4构成

一个凹四边形，不妨

设A4在△Al A2A3

中，如图1． A：

．
作△Al A3 P∽

图l

△AIA2A4．则

么A3Al P=么A4A1 A”

于是，么A4Al P=么A：A。A3，且

AIl—Al垒!
Al A3一Al A2。

则△AI A2A3∽△A。A。Pj爱告=会÷乏
=争A4尸=等=4344．
又赢A3P=丽A2A4，则

妒=笃半=州。．
因此，A3 P=A4P=A3A4，即△A3A4P

是正三角形．

故么AIA2A4+么AIA3A4

=么AIA3P+么AIA 3A4=60。．

同理，么A3A2A4+／A3AlA4=0，

么A2Al A4+么A2A3A4=600．

设么Al A2A4=口，么A2A3 A4=p，

么A3Al A4=y．

贝lJ|么Al A3A4=60。一口，么A2Al A4=60。一

p，么A3A2A4=600--’，．
。

如图2，因为0。是△A：A，A。的外心，所
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以．

z二A4A2 0l

=90。一卢．：

于是，

z二AlA20l

=900+a—p．

同理，

z二A2A3 02

Ol

图2

=0+p—y，

么A3A1 03=90。+y—a．

又么A4A30l=90。一么A4A2A3=30。+

7，则

么AI A3 0l=900+y一口．

同理，么A2A1 02=0+口一p，

么A3A203=900+p—y．

由角元塞瓦定理得

sin么A2A101 sin／A3A20I sin／AlA301．

豳／0IAlA3 sin／0lA2AI sin／0IA3A2一“

因为么0。A3A2=么0lA2A3，所以，

sin么A 2A1 0l sin么0lA2AI
sin么A 3Al 0l—sin么0lA3AI

一一sin(90。+口二j＆ ．

一sin(900+y一口)‘同理，厕sin,么A3A202=慧荆，
sin么AlA303 sin(900+y一口)
sin么A2A303一sin(90。+p一7)’

sin么^2A10l sin／A3A202 sinLA．A，0，．以i压丽忑一sill么02A2A!i--压i丽．J J：1·因此，A。0。、A：0：、A，0，三线共点(或者

互相平行)．

若四个点A。、A：、A，、A。构成一个凸四

边形AlA2A3A4，类似可得Al 01、A202、A303

三线共点(或者互相平行)．

同理，A。0。、A：0：、A。0。三线共点(或者

互相平行)．

综上，四条直线A。0i共点或平行．

4．注意到，当tan口、tan p都为有理数

时，tan(口+p)=芒三三专夥也为有理数．
因此，细(∑(s))为有理数．

熟知∑百在n一+∞时是发散的，故对k

任意的正整=数l 1戈，和数丢+石1万+⋯+专随
着正整数Y的增大可以任意大．结合口、卢(口

>p)都是锐角时，

t锄(口一卢)=者笔专等是<t锄口一咖卢，

可知tan(is)一蜘÷一嘲矗一·一嘲专)

<詈一({+孺1+⋯+了1)
随着，，的增大可以任意小(t锄(∑(s))=詈，
p、q为互质的正整数)，而石一1为S中的最

大元．因此，存在正整数，，≥戈一1，使得

o≤口=∑(s)一arc胁{一arc胁点
1 l

一一一眦胁了<眦咖可。
依如下方式来定义集合r．

首先取丁=s，在o<口时，设taIl口=宝
(p。、q。为互质的正整数)．则存在正整数f，

使忖了1一poq。<击．将￡加入集合丁，则￡大
于原来T中的最大元，并有

—P——o——．．．—1—

m(口一●咖÷)2嚣2糍，
这里，Po‘一qo<Po．

再用口一arctan÷代替a重复上述讨论，
可知每次在T中增加一个元素后，所得的新

的tan口的分子严格减小，除非口=0．因此，

存在满足条件的集合丁．
。

(熊斌提供)
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第三届罗马尼亚大师杯数学竞赛(2010) 

中图分类号：G424．79 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2010)06—0031—05 

2010年罗马尼亚大师杯数学竞赛于2月24日至3月1日在布加勒斯特举行。在 1MO上成绩突出的中 

国、俄罗斯、美国与其问边的一些欧洲国家受邀参加。同期，罗马尼亚还举行了犬师杯物理竞赛。考试分两天 

进行，每天三道题，每题 7分，每天是4小时30分钟 

受中国数学奥林匹克委 员会委派，以领队冯志刚(上海中学)，副领队刘初喜(华东师范大学第二附属中 

学)及徐俊楠、陆羽豪(复旦大学附属 中学)，张贻辰、李弘毅(华东师范大学附属第二 中学)，张逸昊、聂子佩 

(上海中学)等六名队员组成的中国代表队参加了此次大师杯。 

共有71名同学参加了此次考试，其中，聂子佩同学在所有参赛选手中获得了唯一的满分。共有7名同学 

获得 了金牌(金牌分数线是 31分)、l3名同学获得 了银牌(银牌分数线是 20分)、23名同学获得了铜牌(铜牌 

分数 线是 11分)。 

中国队获奖学生的得分如下：聂子佩(42分，金牌)、李弘毅(30分，银牌 )、徐俊楠(26分，银牌)、张逸昊 

(26分，银牌)、张贻辰(19分，铜牌) 

按照每 支代表队的前三名成绩之和排列总分名次，前五名成绩如下：俄 罗斯(101分)、中国(98分)、美国 

(85分 )、塞 尔维亚(67分 )、保加利 亚(65分)。 

下面是本次比赛的试题和解答，其 中，除第3题选 自张远昊和徐俊楠同学的解法外，其余都是聂子佩同学 

的解答 

第 一 天 

1．对一个南有限个质数组成的集合 P， 

用 m(P)表示具有下述性质的连续正整数的 

个数的最大值：这些连续正整数中的每个数 

都能被P中的至少一个元素整除．设 I，)l表 

示集合 P的元素个数．证明： 

(1)l PI≤D／,(P)，肖且仅当 min P>I P I 

时，上式等号成立； 

(2)m(P)<(1 PI+1)(2” 一1)． 

2．对每一个正整数 凡，求具有下述性质 

的最大常数 C ：对任意 n个定义在闭区间 

[0，1]上 的实值 函数 (X)，A ( )，⋯， 

。( )，都存样实数 

(i=i，2，⋯，／7,)，且 

， 2 ，⋯ ， ，满足0≤ ≤1 

( 1)+，2( 2)+⋯ ( )一 I 2⋯ I≥c ． 

① 

3．设凸四边形 4 A A 中的两组对边都 

不平行．对 i=l，2，3，4，定义 ，：它在 四边 

形的外部，且与直线 A A 、A ⋯ 、 ⋯Am 

都相切．设 是圆 与边AiA⋯的切点(下标 

在模4的意义下取，即A。=A ，A =A．，A。： 

A。)．证明：直线 ：、 ， 、 i线共点的 

充要条件是／4 ，、 4。、 线共点． 

第 二 天 

4．是否存在一个系数都为整数的两变量 

多项 式 f( ，x )和 平 面 上 的 两 个 点 

A(a。，a )、B(b．，b )同时满足下面所有条件? 

(1)A是一个整点(即a．、a2都是整数)； 

(2)jal—bl I+Ia2一b2 I=2 010； 

(3)对平面上所有整点(／／, ，n：)(不同于 

点 )，都有 nl，n2)> al，o2)； 

(4)对平面上所有点( ．， ：)(不同于点 

B)，都有 。， ：)>fl b ，b )． 

5．设 n为给定的正整数．若一个由平面 

上的整点组成的集合 K满足下述条件，则称 

其为“连通的”：对任意一对点 、s∈ ，都 
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存在一个正整数 2及由 中的点组成的数列 

R=ro，Ti，⋯ ， =S， 

这里，每个 与 +．之间的距离都是 1． 

对这样的一个集合 K，定义 

△(K)={RSI R、S∈ }． 

对所有由平面上的2凡+1个整点组成的 

连通的集K，求I△( )I的最大可能值． 

6．给定一个有理系数多项式．厂，其次数 

≥2．定义集合列／。(p)，f (0)，⋯如下： 

f (Q)=Q，f” (Q)：／ (Q))(n>10) 

(对给定的集合 ，有／(S)：{f( )I E 

S})． 
∞  

设f (Q)=nf (Q)是由属于所有集 

合f (口)的元素组成的集合．证明：f (Q) 

是一个有限集． 

参 考 答 案 
第 一 天 

1．设 1<pI<p2<⋯ < 是P中的元素． 

则 后=IPl>1． 

(1)由中国剩余定理知，存在正整数 a， 

使得 a最 一i(rood P )(i=1，2，⋯，Jc)，即 

P J(Ⅱ+i)． 

因此，存在 个连续正整数 。+1，。+2， 
⋯

，n+|i}，它们具有满足题中性质． 

从而 ，m(P)≥ ． 

注意到，当rain P> 时，对 P中的每个 

元素而言，任意连续 +1个正整数中至多有 
一 个是其倍数． 

由抽屉原理知，任意具有满足题中性质 

的连续 +1个正整数中，应有两个数同时是 

P中某个数的倍数． 

因此，m(P)= ． 

另～方面，当 rain P≤后时，再次运用中 

国剩余定理知，对 1，2，⋯， 的任意一个排列 

r ，r2，⋯， ，都存在正整数 。，使得 

aE—r (rood P )(i=1，2，⋯， )． 

特别地，设 rl +1(mod P1)．则数 口+ 

1，n+2，⋯，口+后，口+k+1符合要求．此时， 

m(P)> ． 

(2)只要证在连续 ( +1)(2 一1)个正 

整数中，必有一一个数与P，，P：，⋯，p 互质． 

设 A是 Jp的一个子集， 是这连续 

( +1)(2 一1)个正整数中满足其为A中每 

个数的倍数的数的集合． 

设 m=( 十1)(2 一1)． 

南容斥原理知，这些数中与P，，P。，⋯， 

互质的数的个数为∑(一1)⋯l I． 

接下来只需证明： 

∑(一1)⋯I l>0． 

< < +l，且 

Te=m，故只要证明 

(_l 1． 

这等价于mⅡf 1一 )≥2 一1，即 ∈̂、 p ， 

( 一 )≥ · 
由 1<pl<p2<⋯<p ，知 

P ≥i+1(i=1，2，⋯ ， )． 

故羁(t一 )≥耳i I(，一 ) p ∈ 、 pt， =、 十l 
= =  ． 

从而，∑(一1)⋯f f>0． 

因此，存这(J}+1)(2 一1)个正整数中， 

必有一个数与P。，P ，⋯，P 互质． 

所以，m(P)<(I PI+1)(2 。一1)． 

2．所求的最大常数 c = ． 

一 方面 取 l= 2：⋯： =1，得 

式①左边：f∑ (1)一1 l； 

取 j= 2=·一= =0，得 

式①左边：l∑ (0)l； 
取 。=0， =1(J．≠ )，得 

式①左边=f∑ (1)+／=(0)f． 
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南_二角形不等式知 

(n一1)1∑ (1)一1 I+ 

∑l∑ (1)+ (o)l+l∑ (o)l 
￡ l J i f 1 

≥ 1(n-1)( n )一·)一 

i
( i i． (1)+ (0))+ (0) =l 、 ≠ f=l 

=几一1． 

故I 
i =1
圳-1l、l苫n 、Ij∑#i 删 l 

( =1，2，⋯，n)中必有一个数不小于 

从而 ，c ≥ ． 

另一方面，令 

)：音一 ( l ⋯， 
接下来证明：对任意实数 。， ，⋯， ∈ 

[0，1]，都有 

( ) ( )+⋯ ( )一 ． ‘ I≤ n- I
．  

为此 ，只需证明 ： 

1一n≤ ∑ ≤0． 

不等式左边等价于 

(n—1) l 2·· +( 1—1)(X2X3⋯ 一1)+ 
⋯ +( 一1—1)( 一1)>10． 

式中每一个加项都不小于0，故成立． 

不等式右边等价于 

∑ 一nx ⋯ ≥0 

甘 ∑ (1一 )≥0． 
1 、 ， 

同上可知亦成立． 

3．证法 1 不妨设 A A 与 3 、 与 

A，4 分别交于点 、y． 

由对称性只需证明：若 ，Y、 、 j=点共 

线，则A A 、A A．、7' l二线共点． 

延长 、 、 所共的线交圆 。于另外一 

点 ． 

南圆 与圆 关于 位似，则点 与 

；是该位似变换下的对称点．因此，圆∞ 过 

的切线与圆 ：过 的切线平行． 

设 y 是网 过 7T 的切线与直线A A 的 

交点．则 Y T ∥y ．故 

y = y = = y 

yr，2=YT4~C =B3 ，B =C ， 

其中，日 、C (i=1，2，3，4)分别是圆 与A A 、 

⋯ A 的交点 (下标在模 4意义下取 )． 

进一步， =C， =B = C ． 

同理，C4T1=TlB2． 

结合 XC =XB ，XB2=XC2，得 

XTl：XT3． 

故 7'l = T3T1． 

设 ClA2Tl=Ot， B3A3 =卢．则 

c． A =90。一 ， 

43B3 =90。一 ． 

于是 ， =Ot+卢一180。． 

故 71 ： XTsT。：180。一 ， 

A ： ． 

因此 ， C + C1 3 =180。． 

所以，C．、B 、 、 四点共圆． 

同理，C 、 、 、 四点共圆． 

结合 C．、B 、C 、B 也四点共圆知，l：条 

根轴A A 、／1 A．、 ． 三线共点(或平行)，而 

A：A3、 A，相交，故它们共点． 

证法2 设 A ．与 A3A2、A3A4与 A2A。分 

别交于点 p、P．设 

QAlA2=Ot，／ 2Al= ， 

4
Al=y， 3P=180。一 ． 

注意到 

A A3、A A 、 。 三线共点 

甘Q、T 、T3 点共线 

甘 ．、 到两边 Q 、Q 的距离的比相同 

． ．

sin AlQ l sin／ AlQ 

Z Z 。 

由 = S
AQ,12rl

=格，知 田 面 丽  —— 
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sin／AIQ I A2Q AlT 

sin A2Q l AlQ A2TI‘ 

利用正弦定理及圆 为内切圆知 

O／ 2 

A2Q AI Tl sin cot COS一2 

A·Q A2TI sin cot譬c。s 譬‘ 

类似地，结合圆 为旁切圆知 

故 A 、A A。、 i线共点 

c0 了 c0 亨 
e —— = —— 

2 2 6 

co 享 co 

§c。s 詈~cos2孚~cos2譬~COS2詈． 
同理可证 

A．A2、A3A 、 i线共点 

甘c。s 詈~cos2孚=cos2譬~COS2詈． 
所以，命题成立． 

第 二 天 

4．存在满足条件的多项式厂( ．， )和平 

面上的两个点A(a。，n：)、B(6 ，6 )． 

令a,I _o’6。：T1
， ， 

l， 2)=(3xl一1) +2(6 029xl一 2)2． 

则(1)、(2)显然满足． 

对于(3)， a，，口：)= 0，0)=1． 

此时，对平面上所有的整点(n。，n )(不 

同于点A)，若 6 029n ≠凡 ，则 

n1，n2)／>2(6 029nI—n2) ≥2>1． 

若6 029n =n ，则／／,．≠0(因为不同于点 

A)．此时， 

／／,l，17,2)≥(3nI一1) ≥2 >1． 

故(3)成立． 

对于(4)， b ，b )：0． 

对平面上所有点( ， )(不同于点 B)， 

若 6 029xl≠ 2，则 

-厂( l， 2)I>2(6 029xI一 2) >0； 
1 

若6 029x，= ，则 ，≠÷(因为不同于 
J 

点B)．此时， 

／ f， 2)≥(3xl一1) >0． 

故(4)成立． 

5．I△(K)I的最大可能值为2n +4n十1． 
一 方面，取集合 

K={(0，0)}u{(0，i)I i=1，2，⋯，n}u 

{i，0)Ii：l，2，⋯，n}， 

它是连通的，且I I=2n+1．而 

I△( )J={(0，0)}u}(0，± )li=1，2，⋯， } 

U{(± ，0)li=1，2，⋯，n} 

U{(一i， )l i、 =1，2，⋯，凡} 

U t(i，-j)I i、 =1，2，⋯，n}． 

此时，I△( )I=2n +4n+1． 

另一方面，证明：对任意满足lKI=2n+l 

的连通集，都有 

I△( )I≤2n +4n+1． 

构造图G，使得 G中的顶点就是 中的 

点．若 G中两点对应于 中的纵坐标相同而 

横坐标差 l，则在它们之间连一条红边；若 G 

中两点对应于 中的横坐标相同而纵坐标 

差 1，则在它们之间连一条蓝边．由于 是连 

通的，故 G为连通图． 

取 G的一个生成树 G0，并记 G0的红、蓝 

边数分别为e，、e6．则e，+e6=2n． 

记 中所有的红边为A A ( =1，2，⋯， 

e，)，所有的蓝边为 B：(i=1，2，⋯，e )，并 

用同样的记号表示 中对应的边． 

设 ：存／4 的右边，而 B：在 的上边． 

现在，构造图 ，使得 中的顶点是 

中任意两个不同点所成的向量，这些向量中 

有一些相等．则 

fMI=2c； +I=4n +2 ． 

将A ，和A：A (i≠ ，I≤i、 ≤e，)对应的 

中的顶点之间连一条红色的边；将 和 

B：B (i≠ ，1≤i、 e )对应的 中的顶点 

之间连一条蓝色的边． 

上2一o。一2 ‘̂ 一2 S S 0 一 O C — e lI 
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对这样得到的网 而言，Fh于各 A 不 

同，各 B 不 ，放 M中任意两点之间所连边 

数都不超过 1，I~AIA；是A ／l，向右平移一个单 

位所得，B：8 是8 B 向上平移一个单位所得， 

因此， 中没有两个顶点之问既连了红边也 

连了蓝边．这表明 是简单图． 

若 中有圈： 

Cl Dl一÷C2D2 ⋯ C D  ̂ Cl Dl 

(中问所连的边既有红边，也有蓝边)，则 c ， 

c ，⋯，C ，C。是 中的一个圈，与 G0为树矛盾． 

所以， 是若干个树的并集． 

南于 中某两点之间连边意味着它们 

在 K中对应的向量相等，故 中对应的非零 

向量的个数等于 的连通分支的个数，即 

I l—e(M)(e(M)为 的边数)．则 

I△(K)I：I I—e(M)+1 

= 4n +2n一2c：，一2c； +1 
= 4凡 +4n+1一(e；+ei) 

≤4n +4n+1一 1 (e，+e6) 

： 2凡 +4n+1． 

综上，所求最大值为2n +4n+1． 

6·设 )= ( + t +．．’+ao) 

( ∈N+，a ∈ Z，r上 f≠0， ≥2)． 

先证明一个引理． 

引理 设 ∈Q(p为非零整数，q为正 
q 

整数，且(P，q)=1)．则存在正常数 c。，使得 

当q>c．时，都有 号)≠0． 

设／I号)=÷(r为非零整数，s为正整 
数，且(r，s)=1)．则s>q． 

证明 事实上，当q充分大时，若总存在 

卫
q ，
使得 卫

q)=0，则方程 )=0有无穷多 
个根 ，矛盾． 

故当q充分大时，总有 号)≠0_ 

而÷= (n 十 g+．．’+％g )，又 

(Mq ，口dp +ad_lP 一。q+⋯ +aoq ) 

≤ (q ，adP +ad-iP ’q+⋯ +aoq ) 

≤ (q ，a Pd+r上d
—

lPd一 q+⋯ +n0qd)d) 

： (g，auP ) ： ( ，a ) ≤M10 l ， 

因此，结合d≥2，可知当q充分大时，有 

Mfld 

回到原题． 

由d≥2，可知当IxI充分大时， 

)I>I I． 

设对正常薮c ，当I l>c 时，有 

If( 1 l>I I． 

现在，对-厂 (Q)中的任一元素 ，可设 

=  。( )： ( )一一， 
其中，分数分母都是正整数，且分子与分母互 

质，将 0写为 ． 

而对每个 (凡：1，2，⋯)，若 
q 

q >max{cl，q0}， 

则由引理知 

g <／ ( )的既约分母<．一 

<厂(等)的既约分母 qc， 
矛盾． 

故 q ≤max{cl，q0}． 

对每个 (几：1，2，⋯)，若 

则 

矛 

，
C2 

< · 
p0 

qo 

p —g 、 ／  r ●f L n— n x p —g 

H ● 
> 

●  

< 

P —g ● ●  

●  

口 

2  

『I 

凡 

、 ． 

， ，L 

2  n C p —q  

， ，  一％ 后 

，●●f●．●L I．．一 

m 妒  

≤ 

1__ J5( 

p —q (  

)

一 ) 

，  

一吼 
此 当 
因 故 
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第 4 届罗马尼亚大师杯数学竞赛

第一天:2011年 2月 25日,星期五,布加勒斯特

1. 证明:存在两个函数 RRgf :, ,使得函数 ))(( xgf 在 R 上是严格递减的,而

))(( xfg 在 R上是严格递增的.

证明:设A=
Zk

kkkk



  ])2,2()2,2([ 122212 ,B=
Zk

kkkk



  ])2,2()2,2([ 212122 ,则

A=2B,B=2A,A=-A,B=-B,AB=,并且 AB{0}=R.现在令














.0,0
;,
;,

)(
x

Bxx
Axx

xf 而 g(x)=2f(x),

那么,f(g(x))=f(2f(x))=-2x,而 g(f(x))=2f(f(x))=2x.所以,满足条件的函数存在.

2. 求所有的正整数 n,使得存在一个实系数多项式 f(x),满足下面的两个性质:

(1) 对任意整数 k,数 f(k)为整数的充要条件是 k不能被 n整除；

(2) 多项式 f(x)的次数小于 n.

解法一:我们将证明这样的多项式存在的充要条件是 n=1或者 n是某个素数的

幂.为表述上方便起见,依次建立下述引理:

[引理一] 若 p是一个素数的幂,k是一个整数,则数

)!1(
)1()2)(1(








p
pkkk  (= 










1
1

p
k

为整数)

能被 p整除的充要条件是 k不能被 p整除.

[证明] 用 Lp(m)表示满足 pr|m的最大整数 r.

情形一:若 p|k,则对 1jp-1,有 Lp(j)<,故 Lp(k-j)=Lp(j)=Lp(p-j),于是
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1
1

2
2

1
1

)!1(
)1()2)(1( 











 



 pk
p
k

p
k

p
pkkk 

右边乘积的每一项的分子与分母中 p的幂次相同,因此,它不是 p的倍数.

情形二:若 kp | ,则由 























 p
k

k
p

p
k

1
1

中 







p
k

为整数,而 Lp(k)<,可

知 









1
1

p
k

是 p的倍数.

[引理二] 若 g(x)是一个次数小于 n的多项式,则



n

l

l
n

l lnxgC
0

)()1( =0.

[证明] 这是关于多项式的差分中的一个熟知的结论,一个常规的证明是

对 n归纳.

当 n=1时,g(x)是一个常数多项式,因此

0)()1()()1()()1( 1
1

0
1

0




xgxgxgCxgClnxgC
n

l

l
n

l .

命题对 n=1成立.

现设命题对 n-1(n>1)的情形成立,对于 n的情形,令 h(x)=g(x+1)-g(x),则 h(x)

的次数小于 g(x)的次数,由归纳假设可知



 

1

0
1 )1()1(

n

l

l
n

l lnxhC =0,即有

0))1()(()1(
1

0
1 






n

l

l
n

l lnxglnxgC

 )()1()()()1()( 1
1

1
1

1
1

1
1

0
1 xgClnxgCCnxgC n

n
n

n

l

l
n

l
n

l
n











   =0





n

l

l
n

l lnxgC
0

)()1( =0

引理二获证.

[引理三] 若 n有两个不同的素因子,则 gcd( 121 ,,, n
nnn CCC  )=1.
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[证明 ] 若否 ,则存在素数 p,使得 p| gcd( 121 ,,, n
nnn CCC  ).特别地 ,有

p| nCn 
1 ,设 Lp(n)=,由于 n 有两个不同的素因子,因此,1<p<n,这表明组合数

1p
nC 和

p
nC 都在 121 ,,, n

nnn CCC  中出现,它们都是 p的倍数,于是,

1
1

1 )(| 


 
 p

n
p
n

p
n CCCp ,

这与引理一得结论冲突.

回到原题,我们对 n=1或 p(素数的幂,为正整数)构造满足条件的多项式.

当 n=1,时,f(x)=
2
1
即符合要求；当 n=p时,令

f(x)=
)!1(

)1()2)(1(1
1
11



















 p
pxxx

pp
x

p
 ,

它是一个 p-1(=n-1)次的多项式,由引理一可知,它符合要求.

最后,我们证明若 n有两个不同的素因子,则不存在符合要求的多项式.

事实上,如果存在满足条件的多项式 f(x),那么,在引理二中,令 g=f,x =-k(这

里 1kn)可知 


 
klnl

l
n

lkk
n lkfCfC

,0

)()1()0( ,而由条件(1),数 f(-k),…,f(-1)；

f(1),…,f(n-k)都是整数,所以,对 1kn,数 )0(fC k
n 都为整数.

由引理三的结论结合 Bezout 定理知,存在整数 u1,…,un,使得


n

k

k
nkCu

1

=1.

导致 f(0)=(


n

k

k
nkCu

1

)f(0)= )0(
1

fCu
n

k

k
nk



为整数,与条件(1)不符.

问题获解.

解法二:答案为 n=p,这里 p为素数,为非负整数.先证一个引理.

[引理四] 对任意 n个整数 a1,…,an,存在一个次数小于 n的整值多项式 P(x),使

得对 1kn,都有 P(k)=ak.

对 n归纳来处理,当 n=1时,令 P(x)=a1即可,现设命题对 n-1(n>1)时命题成

立 ,即存在整值多项式 P1(x),对 1  k  n-1,都有 P1(k)=ak-1,令 P(x)=P1(x)+
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(an-P1(n)) 









1
1

n
x

,结合对 1kn-1,都有 









1
1

n
k

=0,而 









1
1

n
n

=1.即可实现归纳过

渡.

现在,如果对 n存在符合要求的多项式 f(x),那么由引理四可构造一个次

数小于 n-1的整值多项式 P(x),使得 1kn-1,都有 P(k)=f(k),此时,1,2,…,n-1都

是多项式 f(x)-P(x)的根,结合 P(x)为整值多项式,可知 f(x)-P(x)也是一个符合条

件的多项式,因此,为解决中的问题,我们可设 f(x)= 





1

1

)(
n

i

ixc ,这里 c 是一个有

理数常数.设 c=
q
p
是最简分数表示,其中正整数 q的素因数分解为 




d

j
j
jpq

1

 .

一方面,由于 f(x)满足条件,因此,f(0)不是整数,故 )!1()1(|  nq n ,因此存

在某个 j,使得 )!1()1(|  np n
j
j ,这说明

)(mod0)!1()1()(
1

jj
j

n
n

i
j pnip  



于是,f( j
jp
 )不为整数,有条件(1),可知 n| j

jp
 ,即 n为素数的幂.

另一方面,当 n=p时,令 f(x)=
)!1(

)1()2)(1(1
1
11



















 p
pxxx

pp
x

p
 ,利

用引理一的结论可知它是一个符合要求的多项式.

3. 设是△ABC 的外接圆,一条平行于 BC 的动直线 l分别交线段 AB,AC 于点

D,E,交圆于点 K,L(点 D介于 K和 E之间),1是与线段 KD,BD和圆都相切

的圆,2是与线段 LE,CE和圆都相切的圆.求 l变化时,圆1和2的内公切线的

交点的轨迹.

解:设 P 为圆1和2的内公切线的交点,直线 m 是BAC 的角平分线,由于

KL//BC,故 m也是KAL的角平分线.

现在将平面上的先作关于直线 m的对称变换,然后,以 A为反演中心,以
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ALAK  为反演半径作反演变换,该合成变换记为.在变换下,各几何元素

的变换情况如下:点 K点 L； 直线 KL圆； 射线 AB射线 AC； 点

B点 E； 点 C点 D； 线段 BD线段 EC； 弧 BK线段 EL； 弧 CL

线段 DK.

记O1,O2分别是圆1和2的圆心,由于在题给的条件下,圆1和2都是唯一

确定的,因此,依照上面的对应关系,可知在变换下,它们相互对应,于是射线

AO1与 AO2关于直线 m对称,得O1AB=O2AC,故
2

1

2

1





AO
AO

,这里1,2分别

是圆1和2的半径.而由于 P为圆1和2的内公切线的交点,它是线段 O1O2上

的点,并且
2

1

2

1





PO
PO

,所以,P在O1AO2的角平分线上,也就是在BAC的角平

分线上.

考虑极限情形结合连续性即可知道点 P的轨迹是BAC 的角平分线内

部的点.

每题 7分

共 4小时 30分钟

第 4 届罗马尼亚大师杯数学竞赛

第二天:2011年 2月 26日,星期六,布加勒斯特

语言:中文

4. 对正整数 



s

i
i
ipn

1

 ,设 



s

i
in

1

)(  是 n所有素因数的个数,这里的素因数依

重数求和得到,定义 )()1()( nn  (例如 1)1()32()12( 122   ).证明:
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(1) 存在无穷多个正整数 n,使得 1)1()(  nn  ;

(2) 存在无穷多个正整数 n,使得 1)1()(  nn  .

证明:注意到,对任意正整数 m,n,有(mn)=(m)+(n),即是一个完全可加函

数 ,因此 ,(mn)=(m)(n),知是一个完全可乘函数 ,故对任意素数 p,都有

(p)=-1,而对任意正整数 k,都有(k2)=(k)2=1.

(1) 佩 尔 方 程 x2-6y2=1 有 无 穷 多 个 正 整 数 解 (xm,ym), 它 们 可 由

m
mm yx )625(6  定义,由于(6y2)=(y2)=1,且(6y2+1)=(x2)=1,故该方

程的每一组解都对应(1)中的一个 n(=6y2).

另解 :若正整数 n 满足 (n)=  (n+1),则 ((2n+1)2-1)= (4n(n+1))=  (4) (n)

(n+1)=1,而((2n+1)2)=1,这样,从 n=1出发可递推构造出无穷多个满足(1)的 n.

(2) 佩 尔 方 程 3x2-2y2=1 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 (xm,ym), 它 们 可 由

12)23(23  m
mm yx 定义,而(2y2)=(2)(y2)=-1=(3)(x2)=(3x2)=

(2y2+1),同(1)可知命题成立.

另解:注意到 n=2 满足条件,如果命题不成立,那么存在最大的正整数 n,使得

 (n-1)= (n)=-1,而当 mn 时 , (m)与(m+1)不同时为 1.于是 ,(n+1)=1,故

(n(n+1))=(n)(n+1)=-1,进而(n2+n+1)=1,得(n3-1)=(n-1)(n2+n+1)=-1,而

(n3)=(n)3=-1,与 n最大矛盾(因为 n2,故 n3-1>n-1).

5. 对每个正整数 n3,试确定平面上具有下述性质的 n 个不同的点 X1,X2,…,Xn

之间的关系:对任意一对不同的点 Xi,Xj,都存在{1,2,…,n}的一个排列,使得对

所有 1kn,都有 d(Xi,Xk)=d(Xj,X(k)).这里 d(X,Y)表示点 X和 Y之间的距离.

解:我们先证明所有的点共圆.

建立恰当的直角坐标系,使得点 Xk 对应的从原点出发的向量 xk 满足

01
1




n

k
kxn

.利用 d(Xl,Xk)2=||xl-xk||2=(xl-xk)(xl-xk)=||xl||2-2xlxk+||xk||2,因此,
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



n

k
k

n

k
kii

n

k
ki xxxxnXXd

1

2

1

2

1

2 ||||2||||),( = 



n

k
ki xxn

1

22 ||||||||

= 



n

k
kj

n

k
kj xxnXXd

1

2
)(

2

1

2
)( ||||||||),(  .

所以,对不同的 i,j,都有 22 |||||||| ji xx  ,因此,这些点共圆(它们的圆心为 O(0,0)).

现在设 m是这 n 个点中任意两点的角距离的最小值,那么角距离等于 m

的两个点在圆 O上必为相邻的两点,将这样的点对之间连一条边,构成一个图

G,依条件,G是一个正则图,且每个顶点的度都是 1或者 2.

如果 n为奇数,由于 ||2)deg(
1

EX
n

k
k 



,知 deg(G)=2,即每个点都与它相邻

的两个点连边,此时它们构成一个正 n边形.

如果 n 为偶数 ,同上当 deg(G)=2 时 ,仍然构成正 n 边形 .但也可能是

deg(G)=1,此时,设M是任意两点的角距离中第 2小的值,角距离为M的两点在

圆上仍然是相邻的,将距离为M的点对之间连一条边得到图 G,类似讨论可知

deg(G)=1,于是,这时,所得的 n 边形的边长交替相等(即奇数边长度相等,且偶

数边长度相等).

直接验证可知,具有上述性质的 n个点符合要求.

6. 一个20112011的方格表的每个小方格都被标上整数1,2,…,20112中的某个数,

使得其中的每个数都恰好用了一次.现在将表格的左右边界视为相同,上下边

界也视为相同,依通常的方式得到一个圆环面(可视为一个“甜甜圈”的表面).

求最大的正整数M,使得对任意标数方式,都存在两个相邻的小方格(指有公共

边的小方格),它们中所填写的数之差(大的减小的)至少为M.

注: 用坐标表示,小方格(x,y)和(x,y)相邻是指:x=x,y-y1(mod 2011)

或者 y=y,x-x1(mod 2011).

解:设 N=2011,我们对一般的 NN的表格求解相同的问题.

当 N=2时,结论是平凡的,所求的M=2,例子如下:
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1 2

3 4

考虑 N3的情形,我们证明M2N-1.

从最初表格的每个小方格都是白色的状态开始,当表格中依次写入数 1,

2,…时,并将被标号的小方格染成黑色,在标上数 k,且第一次出现下面的情形

时,停止上述操作:表格中的每一行都有至少两个黑格,或者表格中每一列都

有至少两个黑格.这表明在标上 k之前,必有一行且必有一列中至多有一个黑

格.

不妨设,当标上 k时,每一行都出现了两个黑格.这时表格中至多有一行中

的格子都是黑色,因为如果有两行都是全黑格,那么,若 k标在这两行中的某个

小方格内,则此前每行中已有两个黑格(这里用到 N3);若 k标在其它行中,则

此时每一列中都已有两个黑格.现在我们将有一个相邻格为白色的黑格染成

红色,那么由于除掉可能存在的全黑行外,其余每行都有两个黑格和一个白格,

因此,这些行中都至少有两个红色格.进一步,与可能存在的全黑行相邻的行

中必有一个为白格,所以,该全黑行中至少有一个黑格被染成红色.依此可知,

红色方格数2(N-1)+1=2N-1.

因此,所有红色方格中的最小标号至多为 k+1-(2N-1),当该方格相邻的白

色格中被标号(所标的数至少为 k+1)后,这两个相邻格之间的差2N-1.

由于题中只需给出 N=2011的例子,我们只需构造出形如 N=2n+1(2)的

例子,下表给出了一个使M=2N-1的例子:

(2n+1)2-2 (2n+1)2-9 … n(2n-1)+1 … (2n+1)2-10 (2n+1)2-3

(2n+1)2-8 … n(2n-1)+2 n(2n-1) … (2n+1)2-11

       2n(n+1)+3 

2n2 … 8 2 6 … 2n(n-1)+2 2n(n+1)+2

2n2+1 … 3 1 5 … 2n(n+1)+1
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2n2+2 … 10 4 12 … 2n(n+1)

        

(2n+1)2-7 n(2n+1) n(2n+1)+2 … (2n+1)2-4

(2n+1)2-1 (2n+1)2-6 n(2n+1)+1 (2n+1)2-5 (2n+1)2

n=2的例子是

对应的M=9.

因此,题中所求的M=4021.

每题 7分

共 4小时 30分钟

23 16 7 15 22

17 8 2 6 14

9 3 1 5 13

18 10 4 12 21

24 19 11 20 25
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2012年罗马尼亚大师杯数学奥林匹克于2月29日_3月4 E1在布加勒斯特举行。在 

IMO上成绩突出的中国、俄罗斯、美国及罗马尼亚周边的一些国家受邀参加，参赛队伍共l5 

支。 

受中国数学奥林匹克委员会委派，北京市组队代表中国参加了此次竞赛。领队是刘来福 

(北京师范大学)，副领队是李秋生(人大附中)，六名队员：陈景文、魏宏济、高奕博、赵伯钧、段 

柏延(人大附中)，高子琚(北京四中)。 

考试分两天进行，每天4小时30分钟考3道题。每题7分。 

在所有参赛的90名选手中有7人获得金牌，l1人获得银牌，15人获得铜牌．金、银、铜牌 

分数线依次是28分、22分、15分。中国队获得奖牌的同学是：陈景文(金牌，30分)，魏宏济 

(金牌，28分)，高奕博(银牌，25分)，段柏延(银牌，22分)。 

第 一 天 

1．在一群有限人数的男孩和女孩中，称 
一 些男孩构成一个“男孩友善集”，如果每个 

女孩都认识其中至少一个男孩；称一些女孩 

构成一个“女孩友善集”，如果每个男孩都认 

识其中至少一个女孩．证明：男孩友善集的个 

数与女孩友善集的个数具有相同的奇偶性． 

(认识关系是相互的) 

2．已知在非等腰△ ABC中，点 D、E、F 

分别是边 BC、CA、AB的中点，直线 BE交 

△BCF的外接圆于点 P(不同于点 )，直线 

AD交△ABE的外接圆于点Q(不同于点A)， 

直线 与 FQ交于点 ．证明：△ABC的重 

心 G在△ P 的外接圆上． 

3．已知每个正整数都被染上红色或蓝 

色．函数，：z+一z+满足下列两个条件： 

(1)若 ≤，，，则 ) )； 

(2)若正整数 、)，、 (可以相等)颜色相 

同，且 +Y=z，则 )+ Y)= z)． 

证明：存在正数 0，使得f( )≤∞ 对一 

切正整数 成立． 

第 二 天 

4．证明：存在无穷多个正整数 n，使得 

2～ +1能被凡整除，但2 +l不能被 整除． 

5．给定整数n≥3以及【 专 】种颜 
色．将一个rb× 方格表中的每个方格都染上 

其中一种颜色，且每种颜色至少用一次．证 

明：方格表中一定存在一个 1×3或者 3×1 

的小长方形，其三个方格染上了三种不同的 

颜色． 

【注】[ ]表示不超过实数 的最大整 

数． 

6．已知 ，、0分别是△ ABC的内心、外 

心，圆tO 过点 和 C，并且与△ABC的内切 

圆相切．类似地定义圆 和圆 ．设圆 tO 

和圆∞。交于不同的两点A、 ，类似地定义 

点 B 和 C ．证明：直线 AA 、BB 、CC 交于一 

点，且交点在直线，0上． 

万方数据
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参 考 答 案 

第 一 天 

1．证法1 如果男孩子集 中任何一个 

男孩与女孩子集 y中任何一个女孩都不认 

识，则称 与y是“分离的”． 

考虑所有分离子集对( ，Y)的数量 s． 

对于给定的男孩子集 ，记 为与 分 

离的元素个数最大的女孩子集，则与 构成 

分离子集对的女孩子集共有 2 个． 

于是，s=∑2’ ． 

注意到，2̈  是奇数 当且仅当 是空 

集，也即 是男孩友善集，因此，Js与男孩友 

善集个数的奇偶性相同． 

同理，s与女孩友善集个数的奇偶性 

相同． 

故男孩友善集的个数与女孩友善集的个 

数具有相同的奇偶性． 

证法2 记所有男孩组成集合 ，所有女 

孩组成集合 G． 

下面对I l+IGl进行归纳． 

当l 1+1 G l=0时，结论显然成立． 

假设当J I+I G l≤ 时，结论都成立． 

当I I+l G I：k+l时，若B=f2j，则结 

论成立． 

下设 B≠ ． 

取 中男孩b，记B =B／{b}，所有不认 

识 b的女孩组成集合G ． 

首先，曰 U G中的男孩友善集仍然是 

曰U G中的男孩友善集． 

其次，如果 曰uG中的男孩友善集不是 

曰 uG中的男孩友善集，则其一定是B u G 

中的男孩友善集再加上男孩 b．于是，B u G 

中的男孩友善集个数是 u G中的男孩友 

善集个数与 曰’u G 中的男孩友善集个数 

之和． 

同理， U G中的女孩友善集个数是 

uG中的女孩友善集个数与 B U G 中的女 

孩友善集个数之差． 

由归纳假设， uG中的男孩友善集个 

数与女孩友善集个数具有相同的奇偶性， 

B u G 中的男孩友善集个数与女孩友善集个 

数也具有相同的奇偶性． 

故i l+I G I=k+1时，结论也成立． 

2．如图1，在射线 GF上取点 ，使得 

GF·GT=CQ·GD． 

从而，F、D、Q、T四点共圆． 

于是，LFQG=LGTD=LCTD． 

作线段 朋  肋 ，设 DM交 GC于点 尼 

易知，LDPB=LCMD． 

记 伽 = ，GF=Y． 

由GP．GB：GC．GF，得 GP=Y ． 

同理，GT= ． 

于是，DM=BP=BG+GP：2x+L， 

CT：CG+GT：2v+ ． 
y 

DK =1 BG
= GE = ． 

CK=丢cG=GF=y， 
则DK·KM=DK(DM—DK) 

=  (2 + 2一 )= 2+y2=TK·KC 
T、D、C、M四点共圆 

万方数据
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j ／CTD =／CMD 

= ZRqC：／CTD=／CMD=／RPG 

j G、P、Q、R四点共圆． 

3．对于整数 x,y，记[ ，)，]表示所有满足 

≤ ≤y的整数t，并称其长度为 ． 

如果 ： 对任意同色整数 x,y 
石 =y 

都成立，则取口=max )，其中r、6 
分别是染上红色、蓝色的整数． 

于是 ≤口，即 ( )≤ 对一切正 

整数 成立． 

下面考虑存在两个 同色整数 、y使得 

的情形，不妨设 x,y均为红色． 

(1)若某个长度为 的区间中所有整 

数都是红色的，设为[矗， + ]．则 

．i}+xy)= ．i}+x(y一1))+ ) 

= ⋯ ：  <|j})+) )， 

J}+xy)= |j}+y(x一1))+厂(y) 

= ⋯ =  )+xf(y)． 

于是，rf(x)=xf(y)，矛盾． 

(2)若某个长度为 的区间中所有整 

数都是蓝色的，设为[．j}，Ji}+xy]．取 

D=max{ ．j})， ．j}+1)，⋯， ．1}+ )}， 

则对任意整数z>Ik，有 

z+1)一 )≤D． 

事实上，取不超过 z的最大蓝色整数 b，， 

由(1)知 

z—bl≤ ． 

在区间[bl+ ，b。+ +xy]中也必有蓝 

色整数(设为 b )，则 6 >6 ． 

由b。的取法知 b > 

注意到，b 一b。∈[ ，后+ ]是一个蓝色 

整数． 

则 z+1)一厂( ) b )一 b ) 

：  b2一b。)≤D． 

1R a=max ，⋯ ， )． 
当 1≤ ≤|i2时，显然有 )≤似 成立． 

当 >Ii}时，有 

)≤ n( )+( —k)o 

≤ +( 一 )口=O,X 

也成立，满足要求． 

(3)若对于任意一个长度为 的区间， 

其中都既有蓝色整数，也有红色整数，取红色 

整数 R>12xy且 +1是蓝色整数． 

取D=max{ R)， R+1)}． 

则对任意整数z>12xy，有 

z+1)一 )≤D． 

事实上，取不超过z的最大红色整数 r 

和小于 r的最大蓝色整数 b，则 

0<z—b=( —r)+(r—b)<．2xy． 

令 t=b+ +1．则 

t≥b+2xy+1≥ +1． 

若 t是蓝色的，则 

t)= b)+ R+1) b)+D 

z+1)一 ) t)-f(b)≤D； 

若 t是红色的，注意到 b+l也是红色 

的，则 

t)=，(b+1)+ R)≤ ̂(b+1)+D 

==》 +1)一 z) t)一 b+1)≤D． 

这说明，对任意整数z1>2xy，有 

z+1)一 z)≤D． 

以下同情形(2)即可证得结论． 

第 二 天 

4．(1)首先说明：n=57是一个满足要 

求的正整数． 

一 方面，因为 

2 ’+1三f2’) x2 +1 

E(一1)。X2 +1--9(mod 19)， 

所以，2钉+l不能被57整除 ． 

另一方面，因为 
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2 +1三(24) 4×2+1三(一2) 4×2+1 

暑(2 ) ×2 +1-------9(mod 18)， 

则2 ”+1+1--2 +1--0(mod 19)，同时， 

2 ’ +1
-- - 2+1-0(mod 3)， 

所以，2 ”“+1能被57整除． 

(2)下面证明：若正整数n满足要求，则 

t=2 +1也满足要求． 

事实上，由2 +1能被 n整除，可设 

2 ‘+1=nk(k为奇数)． 

贝0 2 ‘ 。+1=2 +1能被t=2 +1整除． 

由2 +1不能被n整除，可设 

2 +1=nk+r(1≤r≤n一1)． 

注意到， 

2‘+1=2 “ +1：2 +1 

= (2 +1)『2( 一 ) 一2( 一 ) +⋯ + 

(一1) 一 2 ]+(一1) 2 +1． 

而 1≤j(一1) 2 +1 I<2 +1=t，故 

2。+1不能被 t整除． 

综合(1)、(2)，知存在无穷多个正整数 

满足要求． 

5．若一个 1×3或者 3×1的小长方形的 

三个方格中至少有两个是同色的，则称此小 

长方形被该颜色“占据”了．显然，每个小长 

方形最多被一种颜色占据． 

先证明两个引理． 

引理 1 在一行中，若某种颜色(不妨设 

为红色)染了P个方格，则这种颜色最多占据 
一  

了这一行中的 一1个小长方形． 
二 

引理 1的证明 对于每个被红色占据的 

小长方形，称其中的红色方格被计人了一次． 

那么，每个红色小方格最多被计人三次，而 

且最左端的红色方格最多被计入两次，最右 

端的红色方格也是如此．于是，所有红色小 

方格最多被计入了3p一2次．故被红色占据 

的小长方形最多有兰卫 个
． 

引理2 在整个方格表中，若某种颜色 

(不妨设为红色)染了q个方格，则这种颜色 

最多占据了 3(g一1)个小长方形． 

引理 2的证明 若 g=1，则结论显然 

成立． 

若 q>1，设红色方格分布在 k行和 f列 

中，显然，k+ZI>3． 

由引理 l，知被红色占据的 1×3小长方 

形不超过 一k个，被红色占据的 3×1小长 

方形不超过 一f个．故被红色占据的长方 

形总数不超过3q一(k+z)≤3(q一1)个． 

回到原题． 

记Ⅳ=【 专 ]，用ni表示第 种颜 
色染的方格数量．则所有颜色占据的小长方 

形的总数不超过 
N N 

∑3(n —1)=3∑n 一3N 
i=1 i=1 

= 3n 一3N<3n 一(n +4n) 

= 2n(n一2)． 

而 凡× 方格表中有 1×3或者 3×1的 

小长方形共2n(n一2)个，故其中至少有一个 

没有被任何颜色占据，也即它的三个方格染 

上了三种不同的颜色． 

6．如图2，记△ABC的内切圆为 J1，设其 

与边 BC、CA,AB分别切于点 A 、 ，、C ．设圆 

A 

图2 
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f与圆∞ 切于点 ，延长 A 交圆 于 

M ． 

因圆厂与 关于切点 成位似关系， 

所以，圆 在点 处的切线与BC平行． 

因此， 是弧BC的中点． 

于是， MaBC= MAXAB． 

故△ BA1∽△ MAXAB． 

从而， B =g．a1·MAXA． 

这表明，点 位于点圆 与圆 厂的根 

轴 f 上． 

同理，点 也位于点圆c与圆Jr1的根 

轴 上． 

类似地定义点 、 ％ 、 和直线 ． 

可知直线 、f Z。构成△ 肘 M ． 

因为直线 f̂与 c。都垂直于A，，所以， 

t̂／／B C ． 

同理， ∥c A ，z。∥A。 ． 

因此，△ AM8 c与△A B。C 位似． 

设其位似中心为啪 似比为|j}= ． 

则直线 、 B 肘 C 均过点 尼 

因为 、 、A 、 。四点共圆，所以， 

AlK·KXa=BlK·KXB． 

上式两边同时乘以k得到 

A
K·KXA=MBK·KXB． 

这表明，点 位于圆∞ 和圆∞ 的根轴 

CC 上．， 

同理，点 K也位于直线AA’和BB 上． 

下面证明：0、，、K三点共线． 

设点 ，在前述位似变换下的对应点为 

0 ．则 

0 M fIA L． 

因此，0 MA_l-BC． 
， 、  

因为 是弧BC的中点，所以，点 0 位 

于边 BC的中垂线上． 

同理，点 0 也位于边AB的中垂线上． 

因此，点 0 就是外心 0． 

故直线AA 、BB 、CC 交于一点K，且点K 

位于直线 D，上． 

(李秋生 提供) 
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第 一 天 

1．任给正整数 n，定义整数数列 ，戈 ， 

⋯

，满足 

1=口， =2x 一 l+1(n≥1)． 

若Y =2“一1，试确定整数 k的最大值， 

使得存在某个正整数0满足Y ，Y：，⋯，Y 均 

为质数． 

2．是否存在 R R上的函数对(g，h) 

满足如下性质：若对函数_厂：R— R使得对所 

有的 ∈R，有 

g( ))=g( ))， 

h( ))= ( ))， 

则 只能为恒同函数 ，即 )-x? 

3．已知四边形 ABCD内接于O0，直线 

AB与CD交于点 P，AD与BC交于点q，对角 

线AC与BD交于点R．若M是线段PQ的中 

点，K为线段 MR与630的交点，证明：oD与 

△KPQ的外接圆相切． 

第 二 天 

4．设 P、P 是平面上相交的两个凸四边 

形区域，0为其相交区域上的一点． 

假设对任意一条经过0的直线在区域P 

中截得的线段比在区域 P 中截得的线段长． 

问：是否有可能区域 P 的面积与区域 P的面 

积比大于 1．97 

5．记[ ]为不超过实数 的最大整数． 

给定一个正数k(k92)，令o =1，对任意的 

整数 凡(nI>2)，。 为方程 
n — l k r—一  

= 1+∑『 1 i 1 Ⅱ 

中大于口 的最小解．证明：所有的质数均在 

数列 n ，口2，⋯中． 

6．已知 l，2，⋯，2n放置在一个正 2n边 

形的各个顶点上．记一次运动是指选取 2n边 

形一条边的两个顶点上的两数交换．假设经 

有限次运动后每对数恰好相互交换一 证 

明：存在有没被选择的边． 

参 考 答 案 
第 一 天 

1．若 Y 是质数，则 也是质数． 

否则，若 =1，则 Y =1不是质数；若 

i=mn(整数 rn、n>1)，则 

(2 一1)I(2 一1)， 

即 、Y 是合数． 

下面用反证法证明：对任意的奇质数0， 

Y 、Y 、Y 中至少有一个为合数． 

否则， 、 、 ，均为质数． 

由 ，i>3是奇数，知 

2>3，且 2--3(mod 4)． 

因此， 3=-7(rood 8)． 

故2是 ，的二次剩余，即存在 ∈N+， 

使得 

=-2(rood 3)． 
x3 一l 

所以，2 =2丁 E q—E1(rood )． 

于是， 3 IY2． 

又 2>3，贝0 2 一1>2x2+1= 3． 

所以，Y：是合数． 

最后，若0=2，则 

Yl=3，Y2=31，且23 IY3=(2”一1)． 

所以，Jj}=2． 

2．存在这样的函数对． 

首先，建立一个R与单位闭区间的双射． 
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从而，只需在单位区间上存在函数对即可． 

给出一个特例：取正实数 、 ，令 

g( )=max{ —ol，0}， 

h( )=min{ +／3，1}． 

对集合SC_[0，1]，若对所有的 满足 

g( ))=g ))， 

．  h( ))= ( ))， 

且 S)C_S，则称该集合为“不变集”． 

注意到，不变集的交、并集仍是不变集， 

不变集关于函数g,h的原像也是不变集，这 

表明，若 Is是不变集，原像 T=g (5)，则 

g( T))= g(T))--f(S) Js， 

即 jr( ) 

下面利用数学归纳法证明一个结论 ： 

若a+／3<l，m、凡∈N，满足 

0≤， 一， ≤ 1， 

则区间[0，／to／一m,e]是不变集． 

首先，{0}是不变集． 

由于，能与 g交换，则 

g<f<o))： g(O))=，(0)， 

即 O)是g的不动点． 

所以，，(0)=0． 

故当m=n=0时，结论成立． 

假设对m、rt存在m 、n 满足 
m ’+ ／'t < m + n 

且[0，n 一m ]是不变集． 

则数(n一1) 一邶 与 删 一(m—1) 至 

少有一个属于(0，1)． 

不妨设( 一1) 一， ∈(0，1)．则 

[0，， 一， ]=g一’([0，(／7,一1) 一， ]． 

因此，[0，胞 一， ]是不变集． 

再证明：若 
1 

Ol+／3<1，0<a Q， =÷(k>1)， 
／1, 

则对所有的0<6<1，区间[0， ]是不变集． 

事实上，由前面结论，对所有 ／"t( ∈ N)， 

有[0，眦(mod 1)]是不变集，而 (mod 1) 

在[0，1]中稠密，特别地， 

[0，6]= n [0，瞰(mod 1)] 

是不变集． 

同理，知[6，1]也是不变集． 

故{6}(0< <1)，{0}、{1}均是不变集． 

所以，．厂是恒同函数． 

3．注意到，P、Q、R是(关于O0的)Qr、 

RP、PQ的极点． 

从而，OP上 QR，OQ-l- ，OR上PQ． 

所以，尺是△ oeQ的垂心． 

若 MR_l_PQ，则 、 、D三点共线，且 

△PQR关于这条直线对称．结论显然成立． 

否则，过点D作直线MR的垂线，垂足为 

，直线 OV与 PQ交于点 

由OU上MR，U为线段 UR的一个端点， 

知 UK是o0的切线． 

因此，只需证明：UK2=UP· p． 

事实上，由△OKU是直角三角形得 

UK2=U ．UO
． 

延长RM与△OPQ的外接圆圆，交于 

点 R ． 

由 OVR =90。，知点 也在圆，上． 

从而， · = · =UK2． 

第 二 天 

4．可能． 

对于任意的占>0，构造区域 P 与区域 

P，使二者面积之比大于2— ． 

设 D为正方形 ABCD的中心，A 、 、C 

分别为D关于A、 、C的反射点． 

注意到，z为除直线AC外过点 0的任一 

直线． 

则 Z分别被四边形ABCD、△A B C 所截 

长度相等． 

在B A 、B c 上分别取点M、』v满足 

B’M Bt N l1 8 
丽  √ 一 。 

区域P 取凸四边形B MON以0为位似 
4厂— 

中心、√ 一号为位似比所得到的图形·则该 
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区域满足与区域尸的面积比大于2一睾． 

5．由题意，知证明口 为非质数k次幂的 

所有正整数．这样结论就得证． 

令 为所有非质数k次幂的正整数组 

成的集合． 

首先证明：对任意的正整数 c有 

[√詈】=c． ① 
事实上，任一正整数可由 B中一个元素 

和一个质数 k次幂的乘积唯一表示． 

从而，可将所有不大于c的整数分类 

Cb={ E N+I ≤c，且詈是质数的Jj}次幂)， 
其中，b∈B，b≤c． 

显然，I c I=【√詈】． 
故式①成立． 

最后，列举出 中的元素． 

按 自然顺序 

1=b1<b2<⋯ <b <⋯ ， 

利用数学归纳法证明：口 =b ． 

显然，当 =1时，口。=b =1． 

令几≥2．假设m<n，有a =b ． 

则 b >b 一1：o 一l，且 

嘲= 嘲+ 
=蓦【 】+1． 
由a 的定义知 口 ≤6 ． 

若口 <b ，则 

旧= 旧 
矛盾． 

从而，a =b ．故结论成立． 

6．任取三个数 i< <k，其在正2 边形 

的外接圆上(按顺时针方向)其顺序只能为 

i、_『、|j}或 i,k、工 

若三个数中有两个交换，则顺序就改变 

了．从而，这三个数的顺序变换了三次，即原 

来在圆周按顺时针方向为 i、j,k，每两个数互 

换后就变成 k、 、i这一方向．然后，将 k放置 

在顺时针从 i到 的弧上，最后，i+1逆时针 

与i(i=1，2，⋯，2凡一1)相邻，也就是这些数 

按逆时针方向排列在 2 边形的各个顶点上． 

这表明，最后的安排可以通过开始情形经过 

某直线z的反射得到． 

注意到，每个数要与另外2n一1个互换． 

所以，开始和最后的顶点上的数不同． 

故直线z经过2n边形两相对边的中点． 

假设边 口、b分别为连接 2n和 l、n和 

n+1的边．在此过程中每个数 至少经过 Z 
一 次，且这一交换是经过边 口或b． 

假设某两次交换是经过边 口和 b完成． 

不妨设先由。边且 ≤n．则关于数 的运动 

至少包含如下情形： 

(1)移动顶点 到口沿口穿过z； 

(2)移动由口到 b沿 b穿过 Z； 

(3)到达顶点 2n+1一 ． 

则至少交换 

+n+(n一 )=2n 

次，这是不可能的． 

因此，每个数只经过边口或b交换． 

最后证明，所有数交换只经过口或b，即 

其中有一条边没被选取．从而，结论成立． 

否则，所有交换中有经过 口和b． 

先考虑这样的交换，数 、Y按顺时针方 

向经过n、b穿过 z，则 ≠)，，故 x,y开始在z 

的两侧． 

进一步，由于 、Y仅交换一次，假设在Z 

与Y同侧顶点间进行．此交换是在 经过 口 

后，经过这次交换，数 在 Y到 b的顺时针弧 

上，且没有路离开该弧(因为x,y之间只能交 

换一次)．从而，数 Y要经过 b运动，这是不可 

能的，矛盾． 

(张正杰 提供) 
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1．是否存在一个正整数的无穷数列 

口 ，口：，⋯ 满 足： 与 口 互 素 当且 仅 当 

l m —n l=1 7 

2．两名玩家在一个正 n( ≥5)边形边界 

上玩游戏．一开始，有三枚棋子位于正n边形 

的连续三个顶点处(每一个顶点上各有一枚 

棋子)，然后玩家轮流进行如下操作：选取其 

中的一枚棋子，沿正 n边形的边界移动到另 
一 个没有棋子的顶点，中间可以经过任意多 

条边，但不可跨越其他棋子，使得以这三枚棋 

子为顶点的三角形面积在移动后比移动前严 

格增加．规定当一名玩家无法按照上述规则 

移动棋子时，该玩家即为输家．问：对哪些 ， 

先手有必胜策略? 

3．在黑板上写着一列有限个有理数，一 

次操作是指：先从这列数中任选两数 口、b擦 

去，然后写下如下形式中的一种： 

口+b，0一b，b一口，口X b， 

一  L 

旱(b≠0)， (0≠0)． 
D 0 

证明：对于每一个给定的正整数 n>1130， 

仅存在有限多个整数 k≥0，使得 由 k+1， 

k+2，⋯，k+n构成的一列数，在 n一1次操 

作后得到 !． 

4．在△ ABC中，已知 D为△ABC内切 

圆在边 BC上的切点．假设点 ．， 、 分别为 

△ABD、△ACD的内心．证明：△ A 的外 

心落在 BAC的平分线上． 

5．设素数 P≥5，对于正整数 k，定义 

尺(|j})(0≤ (k)≤p—1)为 k被 P除后的余 

数．试求所有正整数 0<P，使得对每一个 m 

=1，2，⋯，P一1，均有 

m+ (ma)>口． 

6．给定一个正整数 n．求最大的实数 ， 

满足：对“开”单位正方形 内的任意一个由 

4n个点构成的集合 c，存在一个 内的“开” 

矩形 ，满足如下性质： 

(1)开矩形 的边均与 的边平行； 

(2)开矩形 恰包含集合 C中一个点； 

(3)开矩形 的面积至少为 

【注】所谓“开”图形是指不含该图形的 

边界． 

参 考 答 案 

1．解法1 存在． 

设全体素数数列从小到大依次为 

2 pl<p2<⋯ <p <⋯ ． 

定义a1=p1P2，02：p3p4，对正整数后≥2，令 
2k一3 、 

a 
一

。 = f II P i一。lP4k-3P 一：， 、i
=1 ， 

，k一2 、 

= fⅡP2f1P4k-1P4 ． 、i
= 1 ， 

下面证明：这样构造的无穷数列 {a } 

(n≥1)满足题设． 

由素数有无穷多，知这样的{a }(n≥1) 

是无穷正整数数列． 

首先，因为P1<P2<⋯ <P <⋯为素数 

数列，所以， 

(口1，02)=1． 

(口2，o3)=(P3P4，PlP5P6)=1． 

对正整数 k>12， 

口2 
一 1=(PiP3P5·· 4k-7P4 一3)P4̂一2， 

02 ：(P2P4⋯P4k-4P4k)p4 一1， 

口2 +】=(PlP3⋯P4 一3P4 +1)P4 +2． 
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由于素因子不同，从而， 

(a2 一1，口2 )=(a2 ，a2 +1)=1． 

故由l，孔一n l=1= (a ，口 )=1． 

其次，(a ，a )=a >1，故对 r、s∈Z+， 

r=S，有(a，，a )>1． 

对正整数 m< ， 

P1 Ia2 
一

l，Pl la2 
一 1 j (a2 一1，口2 一1)>1， 

P4 l口2 ，P4 I 2 = (a2 ，a2 )>1， 

由2m<2n一1，知 

p4m一1 102m，p 
一 l la +1= (a2m，a2 十1)>1， 

且当rrt<n一1时， 

P4m+2 la2m+1， 

由2m+1<2n一2，知P4 +2 Ia2 ． 

故(02 +l，a2 )>1． 

这表明，对所有 r、s∈Z+，卜-SI>2，有 

(a，，a )>1． 

从而，上面构造的{a }满足 

(a ，a )=1 I m—n l：1． 

解法2 由于素数有无穷多个，记 

Pl<P2<P3< ⋯ 

为全体素数的排列． 

、 

『P2 一1P2 1P3P5⋯P2 一5， 2十n； 
记 an—

P2n一1P2,~P2P4P6⋯P2ntP2 ~P2,aO2P4P6 -4’ 2-I ． 
一  

⋯  

一 4 ， · 

接下来证明上述{a }满足条件． 

对任意的正整数 m、n，不妨设 m≥凡． 

(1)m= ． 

由P2n-lP2 l a ，知a ≠1． 

于是，(a ，a )=a >1． 

(2)m=n+1． 

(i)若 2十n，则 

a P2 一1p2， 1P3P5⋯ P2n一5， 

an+1 P2n+IP2n+2P2P4P6⋯ P2n一2· 

于是，(a ，a + )=1． 

(ii)若2In，则 

a P2 一IP2．P2P4P6⋯P2n一2， 

an+l P2n+lP2n+2PlP3P5⋯P2n一3· 

于是，(a ，a +，)=1． 

从而，当I m—n l=1时，(a ，a )=1． 

(3)／／7,≥n+2． 

(i)若 2十m，则 

am P2m—lP2mPlP3P5⋯ P2 一5· 

因为 ／'／2≥n+2，所以， 

2m一5>12(n+2)一5=2n一1 

j 2n一1∈{l，3，5，⋯，2m一5}． 

于是 ，P2 一1 Ia ． 

故(a ，a )≥p2 一l>1． 

(ii)若2 I m，则 

口 P2 一IP2~P2P4P6⋯ p2 一4· 

因为 m≥n+2，所以， 

2m一4>12(rl,+2)一4=2n 

2n∈{2，4，6，⋯，2m一4}． 

于是，P2 10 ． 

古炙(口 ，口 )≥p2 >1． 

从而，当I m—n l>-2时，(a ，a )>1． 

综上，结合(1)～(3)知 

(a ，a )=1铮 l m—n I=1． 

因此，存在这样的数列． 

2．对某一时刻，设三枚棋子放置于点A、 

B、C． 

定义AB的“距离”是以AB为弦的不含 

点 C的弓形内正 n边形的边的数目． 

定义B、C及 C、A的距离数组(a，6，c)为 

AB间、BC间、 间距离的一个排列，使得 

a≤6≤c，贝0 a+6+c=n． 

假设某次操作， 

将棋子从点 C移到 

C ，作 CC ∥AB与圆 

交于点 C ，点 C 在弧 
’。、  

CC 上(不含 A，不包 

含 C、C．)，如图 1． 

设点 C到 的 

距离为 ，点 C到 

的距离为Y( >Y)． 

图 1 

则点 C 到A的距离 I 一YI在区间( ，Y) 

上严格递减，每次操作是将数组(a，b，c)中 
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两个元素用和相同、但差绝对值更小的两个 

正整数代替，再重新排序得到数组( ，b ，c，)． 

注意到，若 c一口>1 2，则可用 0+1、c一1 

代替 、c． 

若无法继续操作，则必有C一0≤1． 

记初始数组为(口。，60，c。)． 

若此时先手有必胜策略，称(口。，b。，c。) 

为“优的”，否则为“劣的”． 

则(％，b。，C。)为优的 

甘 可以对( ，b。，C。)操作一次，使得新 

数组为劣的； 

(00，b0，c0)为劣的 

铮 无论怎么对(％，b。，C。)操作(可能无 

法操作)新数组均为优的． 

由于操作方法有限，故( 。，6。，C。)要么 

使先手必胜，要么使先手必败． 

接下来用反证法证明一个引理． 

引理 若 a<6<c，则(口，b，c)为优的． 

证明 假设(口，b，c)为劣的． 

(1)若 b≤ ，由于 

0<6≤n一2b<n—a一6=c． 

故可对劣的(口，6，c)操作一次得到 

(b，6，n一2b)(( 一2b)一b<c一0) 

为优的． 

于是，存在Ot、 ∈Z+，使得 

+ =n—b，0<卢一Ot< 一3b． 

因为OZ>b，所以，(6，Ot，卢)为劣的． 

但 + =n—b=0+c， 
一  < 一3b<c—a， 

可以将(口，b，c)操作一次得到(b，Ol，J8)，且 

(0，6，C)与(b， ， )均为劣的，矛盾． 

(2)若 6>-4 -，由于 
J  

0=n一6一C< 一2b<b<c． 

故可对劣的(口，b，C)操作一次得到 

( 一2b，b，b)(b一(n一2b)<c一口) 

为优的． 

于是，存在 、JE}∈Z+，使得 

+ = —b，0≤ 一 <3b—n． 

因为卢<b，所以，( ，卢，6)为劣的． 

但 OL+ =n—b=口+c， 
一  <3b— <c—n， 

可以将(口，b，C)操作一次得 (0[， ，b)，且 

(D，b，c)与( ， ，b)均为劣的，矛盾． 

综合(1)、(2)，知假设不成立． 

回到原题． 

只需求 n≥5，使得(1，1，n一2)为优的． 

由引理知(0，b，c)(口<b<c)为优的． 

于是，当有人操作过后数组(0，b，c)由 

两个A和一个 组成( ≠曰)，则下一次操作 

必须将一个 和一个 B用两 替换(因 

为操作只能对一个 A、一个 B执行，所以，不 

会产生口<b<c(必败)的情形)．记这样轮流 

的操作为r． 

记数组(0，b，c)“间距”为 ． 

若(0，b，c)由两个 A和一个 B组成，则 
= IA一 I( ≠B)． 

注意到，当用两个 替换一个 A和一 

个 时，(口，b，C)间距 ． 

，
： IA一 f：詈． I 二 l 二 

所以，若能如此，必有 2 I ；反之，若 2 1 ， 

则4、 同奇偶． 

结合A≠ ，知可将一个 、一个 替换成 

两个 ． 
二  

从而，双方必须轮流进行操作 r，直至某 
一 时刻间距为奇数，此时要进行操作的人败． 

一 开始的间距为凡一3(>0)． 

记 ：(n一3)= 表示2 ll(n一3)，贝0 

次操作 r后，间距为奇数． 

所以，当 为奇数时，先手胜．从而，当且 

仅当2十 (n一3)时先手胜． 

综上，先手必胜策略等价于 

n=2 m+3(后∈N，m∈Z+，2十m)． 
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3．首先，黑板上的数初始时均为 

(i：1，2，⋯，n)的形式，其中，P 、Q E z[k3． 

此时，P (k)：k+1，Qf(k)=1． 

注意到， 

r盟 一巳!墨2 i墨2±垡(墨!!(墨) 
q(k)。s(k)一 q(k)s(k) ’ 

越 一r盟 一巳 2 (墨2=垡( ! ( ! 
q(k) s(k)一 q(k)s(k) ’ 

Y  一
巳( ) ( 

q(k) s(k)一q(k)s(k)’ 

一 巳(垒2 ( 
q(k)‘s( )一q(k)r(k)‘ 

若黑板上初始时写有 k+1，k+2，⋯， 

Il}+凡( 为变量)，则黑板上始终有形如 等 
的式子，其中，U(k)、V(k)E Z[ ]． 

因为 n一1次操作中每次选出的两个数 

至多有 C 种选择，而所执行的操作只能有6 

种，所以，操作序列不超过(6C )一 种． 

最终黑板上写有式子 ，其中， 、g∈ 

Z[k]且有序列(f，g)不超过(6c ) 种． 

若对每个可能的(厂，g)，警 不恒等于 
n!，则 k)=n!g(k)只有有限多个解．从而， 

的个数有限． 

而(／，g)对数有限，故 k的个数有限． 

结论获证． 

下面假设存在一个可能的 

(f，g)=(F，G)， 

使 兰 

接下来证明这不可能，故存在一种操作 

序列，使得对任意的k，最后操作得n!(这是 

因为最终得到的数与 k无关)． 

对有理数 (p、q E Z，允许p=o)，定义 

A(号)=lp I+I g I． 

特别地， (0)：1(即将 0视作 ，故对 

任意的号∈Q，有A(卫)=Ip l+I q 1)q · 口 ＼ ／ 
注意到，黑板上的数始终为有理数． 

可以定义一个乘积P=ⅡA( )，其中， 

取遍黑板上写有的数(若有重复则多次计人)． 

下面证明：P单调不增． 

事实上，设 口=p ，b=r (p、q、r、s E Z)， 
口 S 

A(a)A(b)=(Ip I+l q I)(I rI+I s 1)， 

A(a)a(b)≥Ip I I S I+I g I I rl+I q I I S I 

+grl+Iqs l ( ( 6)’ 
A(a)A(b)≥Ip I I s I+I q I I rI+I g I I S I 

>I Ip grI+I qs l ( ) 

( ) (一 a(b )， 
A(a)a(b)≥IpI I rI+IqI I sI 

㈢ ( )， 
A(a)a(b)≥Ip I +I q I l rI 

=A( )=A( )：A(詈)= ( )． 
故若擦去 a、b得到C，则 

A(a)a(b)≥A(C)． 

由于黑板上其余数 值均为正，于是，乘 

积P=II A( )不增． 

注意到，rl,次操作后得到的有理分式为 

盟  
G(k)‘ 

故由上述结论知 

A( )．． ． 
取 k=一1，一2，⋯，一n，贝0 

(k+1)4(k+2)⋯4(k+n)≤n!． 

注意到， 

兰 附 )、G(k)E z )． 
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而 )=I F(k)l+I C(k)J 
： (n!+1)I G( )I≤n!． 

从而，deg G>In． 

再证明deg G≤n． 

(1)若没有进行过除法，则 G-1，矛盾． 

(2)若进行过除法，则定义 

K㈥=max／degf，deg g}， 
K(L

一

± 舌H 

K( ×詈)≤K( )+K( )， 

K(舌÷詈)≤ (舌)+K(詈)， ① 
且在第一次除法时，g=p=1，degf>0，deg h 

>0，式①等号不成立． 

故K＼F ，) 
< ( +1)+ (|l}+2)+⋯+K( +凡)≤n， 

即 deg G<n． 

于是，假设不成立． 

对每个可能的 ，g)， 不恒为n!． 

从而，后个数有限． 

4．如图2，设△ABC内切圆在AB、AC上 

的切点分别为 F、E，Jb、 在边 AD上投影分 

别为 K、K ，K为／X ABD内切圆在边AD上的 

切点．K 为八ADC内切圆在边 4D }=的切点． 

’ 

E 灶 ／ 
： 
／ ＼ ／ J 

D 

图 2 

由切线长定理得 

C 

AE=AF，BF =BD ，CD =CE， 

AK：A
—

B
— —

+
—

A D
—

-

—

B
—

D 

一  ± ± 二 一 ± 
。  

2 —’ 2 

一  ± 一 星± ± 二 
。 ‘  

2 ‘— 2 

：

A
—

C
—

+

_

A D
～

- CD
：  

，

． 

于是，点 K与 重合，即 上AD． 

设△A 外心为 0，垂心为H 

由于 D、日关于△ 互为等角共轭 

点，则 

= 删 = OAL= CMc， 

OM c= = DAJb= BAJ6． 

故 BAD= BAJ6+ oaJ6 

=  oaL+ Jc： CAO． 

即点 D在 BAC的平分线上． 

5．设P= +r(s、r∈N，，．<0)． 

(1)若 口=1，则对任意 1≤m≤p一1，有 

m+R( )=m+R(m)=2 ≥2>口． 

(2)若 0≥2，由于P为素数，1<a<p，则 

r>0． 

记[ ]表示不超过实数 的最大整数． 

由s=[ ]< ≤号<P一- 
= s+1≤p一1． 

取 m=s+1，得 

s+1+R(口s+0)>口． 

由于0<r<a<p，故 

P +r<0s+口< +p<2p 

= R(口 +口)=口 +口一P=a—r 

= s+1+a—r>0 r<5+1 r≤s． 

接下来证明：若 r≤s，则 0满足题设． 

设 m=qs+t(q,t∈N，t<s)． 

(1)若 t≥1，则 

， +R(， 口)=qs+t+R(aqs+at)． 

注意到， 

aqs+at<aqs+ <aqs+p 

<aqs+gr+p=(q+1)P 
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= R(aqs+at)>Iaqs+at—qP 

=aqs+at—q( +，-)：at—g，_ 

： m+尺(ma)≥gs+ +at—qt 

≥ t+at>at≥ a． 

(2)若 t=0，则 

in+R(ma)=qs+R(aqs)． 

注意到，qr<~qs=m<p． 

则qP=aqs+qr>aqs 

>aqs+qr-p=(q一1)P． 

： R(aqs)=aqs一(q一1)P=p—qr 

j m+ (ma)=qs+p—qr>~p>a． 

从而，若 r≤s，则a满足题设． 

当口≤[ ]时，贝0口[ ]<p． 

而s"-I s】，故s≥[ ]． 
从而，r<a≤[ ]≤s． 

当a>[ ]时，由于 

[ ] >p，0≥[ ]， 

故 s≤[ ]<a．此时， 

r≤s 0s<p≤0s+s 卫 一1≤0<卫
． 

若 sI>2，则由 1<s≤[ ]<p，知s 1、P． 

从而，口=【 】． 
若s=1，则a=p一1． 

综上，所求 

0=A(1≤A≤[ ]，A∈z+) 

或 a=P一1 

或 口= (2≤s≤[ ]． 

【注】答案也可写成 

。=p一1或。= (2≤s≤p—1)， 

这只需用到对2≤0≤[ ]，有[卫]≥0． 

故。【 】<p<a(【 】+·)≤口【 】+【 】， 

即有 且 1． 

6．‰  · 

不失一般性，设 U为平面直角坐标系内 

{0。<<xy<<ll’所构成的点集。 
取正数 <— __，记 n+l 

c={( 8， 1+ ) ∈ _1}， 

=l，2，⋯，n)． 
于是，对于一个开矩形 ，若 恰包含集 

合 C内一点，且边平行于坐标轴，则其横坐 

标跨度不超过 +8，纵坐标跨度不超过 
n + I 

+ 

≤( + + )． 
当8 o时， ≤ · 

接下来证明： = 是可以取到的． 
，n  ， 

设集合 C内的点共有k种横坐标 

0< l< 2<⋯ < <1， 

且横坐标为 的点有 口 个，特别地， 。= ⋯ 

= 1．不妨设 k>1，否则横、纵坐标交换． 

首先给出一个引理． 

引理 若线段A。A 内部有 m(m≥2)个 

点，记为 ， ，⋯， ，且 

IA0A1 l< IAoA2 I<⋯ <IA0A 
一 1 
l 

<IAoA I=1， 

则存在0≤ ≤m一2，有 

[AiAi+2 J≥南 ， 

=  
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证明 若 m为偶数，则由 

lAoA2I+IA2A4I+IA4A6I+⋯ +IA 
一 2 

= IA0A I=1， 

知存在 i∈{0，2，⋯，m一2}，使得 

m  I≥÷≥ 2 m+ m)‘ 

若 m(m≥3)为奇数，则由 

l 0A2 I+IAlA3 I+IA3A5 I+⋯ +I 
一 2A 

= IA0A I+IA1A2 I>1， 

知存在 i∈{0，l，3，⋯，m一2}，使得 

m  
I≥ = 

2 

2 

m+ m)‘ 

回到原题． 

设横坐标为 的点 的纵坐标从小到 

大排序为点 A·，Az，⋯，A ，并令 Ao(xj，O)， 

( ，1)． 

由引理知存在 i∈{O，1，⋯，aj一。}，使得 

AlAl+2 I≥ 2 

aj+1+ aj+1)’ 

矩形1／：Ix"一-< < +l’包含点集 且仅 [
yi<Y <Yi+2 

包含集合 C内一点 ⋯ (Y 、Ym分别为 A 、 

Am的纵坐标)． 

假设 不能取到·则对任意的 

-『∈{1，2，⋯，k}，有 

( +·一 一，)(y —Yi)< ， 

．
口f+1+ 0『+1) 

xj+l—xj—l< 上  ‘ 

记 S为 2，3，⋯，k+1中所有偶数的集 

合， 为2，3，⋯，k一1中所有奇数的集合． 

因为 Yf+2一Yf=I A f+2 I，又集合 s、 中 

最大元均不小于 一2，且 2< 3<⋯< 一l， 

所以， 

∑( ⋯一xj一。)≥ ㈧一 。， 

∑( ⋯一 『-1)≥ 1一 

设 口l、 中有 个大于 1，2一A个等于1； 

( ∈5)中有B个大于1，C个等于 l； 

aj(j∈ )中有 D个大于 1，E个等于 1． 

注意到，aj>1~f(aj+1)=l及∑ =4 
则 +l一 一l+∑( ⋯一 i--)11

<xk + 一xo 

< + + <— —  一 +— —  一 + 

± ± ± 
4n+4 

∑ aj+2+( +c)+A们 
1≤，≤ 

，∈7． 
一  

4n+4 

≤ 

一  ± ± ± 二 二 ± 
一  

4n+4 ‘ 

类似地， 

1≤ + 一 
一  +∑( + 一 一。)+ 2一‰ 

，

口l+1+ 口l+1)
．

口 +1+ 口 +1)
． <— —  一 +— —  一 + 

∑ 口 +2+(D+E)+A+D 
1≤f≤k 

S 

4n+4 

≤ 

4n+2+A 一2B —C+2／)+E 
一

4n+4 ‘ 

两式相加得 

2< A >2． 

但 为 0 、0 中大于 1的数的数 目，即 

A≤2，矛盾． 

从而， = 可以取到． 

(顾 滨 提供) 

4  

∑ 
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第 八 届 罗 马 尼 亚 大 师 杯 数 学 竞 赛 

中图分类号：C．424．79 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2o16)o7—0031一o4 

1．在△ABC中，点D在线段BC上，且D 

与 、c均不重合，△ ABD的外接圆与线段 

AC的另一个交点为E，△ACD的外接圆与线 

段AB的另一个交点为 记A 为点A关于直 

线 BC的对称点，直线 A c与 DE交于点 P， 

且直线 与DF交于点 Q．证明：直线 AD、 

BP、CQ三线共点或互相平行． 

2．给定正整数 m，且 n≥m，在一个 m×2n 

的方格表中最多能放人多少块多米诺骨牌 

(1×2或2×1的小方格表)满足以下条件： 

(1)每块多米诺骨牌恰覆盖两个相邻的 

小方格； 

(2)任意一个小方格至多被一块多米诺 

骨牌覆盖； 

(3)任意两块多米诺骨牌不能形成2×2 

的方格表； 

(4)最后一行的方格恰被 n块多米诺骨 

牌完全覆盖． 

3．定义立方序列： 

a = +bn +cn+ ， 

其中，6、c、d为整数且为常数，n取遍所有 

整数． 

(1)证明：存在一个立方序列，使得在此 

序列中只有a2o15~a 嘶为完全平方数； 

(2)若一个立方序列满足条件(1)，求 

a2 015a2 016的所有可能值 

4．设正实数x,y满足 + 叭 ≥1．证明： 

2016+y>l一而1· 

5．给定凸六边形A1 1A A3 。，其顶点 

在半径为 的圆 ，上．对角线 A j[}：、A 、 

A3 1三线共点于 对于 i=1，2，3，记圆 

为与线段XA 、XB 、弧 (不包含六边形其 

他顶点的弧)均相切的圆，记 ri为圆 的 

半径． 

(1)证明：R≥r1+r2+r3； 

(2)若R=r1+r2+r3，证明：圆 与对 

角线A。 、 ： 、 ，B。相切的六个顶点共圆． 

6．一个由三维空间中的n个点组成的集 

合，任意四点不在同一平面，划分成两个子集 

A、 ．一个 48-树是指由乃一1条线段，每条 

线段的一个端点在集合A中而另一个端点在 

集合JE}中，且这些线段不构成圈．一个4 

树可以通过以下操作变成另一个：在这个 

48l树中选择三条线段Al l、 lA 、A 满 

足A，在集合 中，满足 

A1B1+A2B2>A1B2+A2 l' 

且去掉线段A。 。，并用线段A。 替换它．给 

定任意一个 4B_树，证明：任意一种操作序 

列均会在有限次后结束(操作无法进行下 

去)． 

参 考 答 案 

1．如图 1，记 为关于BC的对称变换． 

由A、 、D、F四点共圆得 

BDF= BAC= CDE． 

则直线DE与DF在变换 下互为对方 

的像． 

故直线AC与DF交于点P =仃(P)，直 

线AB与DE交于点 Q =(7-(Q)． 

于是，直线 PQ、P Q = (PQ)、BC交于 

同一点R(有可能是无穷远点)． 

又直线对(CA；QD)，(AB；DP)，(BC；PQ) 

的三个交点共线(三个交点分别为P 、Q 、 



32 中 等 数 学 

R)，则△ABC与△ DPQ互为透视三角形． 

由笛沙格定理，知AD、即 、cQ三线共点 

或互相平行． 

Q 

图 1 

2．所求最大值为／'／'t／Z一『 1([ ]表示不 L J 

超过实数 的最大整数)，且对任意交替的两 

行分别用／2,块1×2与／1,一1块1 x2的多米诺 

骨牌使得最后一行的方格恰被／'t块多米诺骨 

牌完全覆盖即可． 

为证明满足题目条件的多米诺骨牌至多 

能放人mrt一『 1块，将原方格表中的行自下 L J 

而上分别标为第 0，1，⋯，m一1行，且对第 

行画一个垂直对称的 一 个虚构的多米诺 

块(因此，第 行在两侧各有 个小方格没有 

被画进去)，图2是m=，l=6的情形． 

图 2 

虚构一个多米诺块，若其恰被一块多米 

诺骨牌覆盖，则称此多米诺块是“好的”；否 

则，称其为“坏的”． 

下面分类讨论． 

(1)若所有虚构的多米诺块均为好的， 

则剩下的多米诺骨牌不会覆盖这些虚构的多 

米诺块．因此，这些多米诺骨牌必须分布在左 

上角和右上角处的边长为m一1的三角形区 

域中． 

像棋盘一样对这些小方格黑白染色，知 

对任何一个三角形区域中的黑格数与白格数 

的数目相差l 1． 
L二 J 

因为每块多米诺骨牌覆盖两种不同色的 

小方格，所以，在每个三角形区域中至少有 

I 1个小方格没有被覆盖，故结论成立． 
L 厶 J 

(2)为了处理剩下情形即有坏的多米诺 

块存在，只要证明满足条件的覆盖方式可以 

转换为另一种，且保证多米诺骨牌数没有减 

少，而坏的虚构的多米诺块数减少了．则经过 

有限次转换后，可将所有的多米诺块均变成 

好的，且多米诺骨牌数没有减少，故可由情形 

(1)得结论成立． 

如图3，考虑标数最小的存在坏的多米 

诺块的行(这显然不是最后一行)且记 D为 

这个多米诺块．记 Z、r分别为 D的左边、右边 

的小方格．注意到，Z、r下面的小方格分别被 

D．、 覆盖． 

盛 一函  

出 一 D,D2 匪曲  茴  
图 3 

若z被一块多米诺骨牌 覆盖，则由D 

是坏的且任意两块多米诺骨牌不能形成2 x 2 

的方格表，知 D 是纵向的．若 r也被一块多 

米诺骨牌j[)，覆盖，则D，也是纵向的，且与 

形成了一个 2×2的方格表，产生矛盾．从而， 
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必有，是空的．于是，可将多米诺骨牌D，换 

成 D同样满足题目条件，且保证了多米诺骨 

牌数没有减少，而坏的虚构的多米诺块数减 

少了． 

对于 r被多米诺骨牌覆盖的情形完 (． 

若D的Z与 r均没有被多米诺骨牌覆 

盖，则可直接在 D处添上一块多米诺骨牌； 

或为了保证任意两块多米诺 骨牌不形成 

2×2的方格表，可将D正上方的多米诺骨牌 

直接平移到D的位置即可． 

3．由于对数列的平移不改变问题，为简 

化起见，可用 代替a ol ，用a。代替a ． 

若有一个立方序列 a 只有 ao、a 为完 

全平方数，设 口D=p ，a1=q ． 

考虑过点(0，p)、(1，q)的直线 

Y=(q-p)x+p． 

故方程 

[(q—p) +p] = + +c +d 

有根戈=0，1． 

由韦达定理，知其另一个根为 
= (g—p) 一b一1， 

即当It=(q—p) 一b—l时，a 也为完全平 

方数． 

而由题意知 

= 0或 =1 

(q—p) 一b一1=0或 

(q—p) 一b一1=1． 

类似地，考虑过点(0，-p)、(1，q)的直 

线Y=(q+p) -p，得 

(q+p) 一b-1=O或(g+p) -b-1=1． 

因为(g—p) 与(q+p) 有相同的奇偶 

性，所以，必有Pq=0． 

下面只需证明这样的数列存在即可． 

记 p=0． 

考虑数列 a =It3+(q 一2)n2+n，满足 

=0，a1 g ． 

下面证明q=1符合 

事实上，若a = (it2一n+1)为完全平 

方数，由 一忍+1为正整数，知若 ≠0，必 

有n、n2一n+1均为完全平方数．从而，必有 

>0． 

当，l>1时，(n一1) <it2一n+1<it2． 

故n 一n+1不为完全平方数． 

从而，n=O或 1． 

4·(1)当y>l一志时，显然成立· 

(2)当y≤1一志时，由于 

I>1一y2m ≥1一(1一而1) ， 
于是，由伯努利不等式得 

毗  
I>1—2 016(1一 )· 

故为证明结论只要证明： 

1—2 o16(1一志)2016>1一而1 
§ (1一 叭 <—100 xL2 016 

甘 ( )2016>1oo 
再次利用伯努利不等式有 

叭  

>[(1+ 1+ )加 
>2∞ =2 X 2u=512 X2 048 

>100×2 016． 

5．(1)如图4，记 Zl为圆厂的切线，且与 

直线A： 平行、与圆 在直线 同侧． 

类似地，定义切线 12、Z。．直线 l。与 Z 、 

Z 与Z3、Z3与Z1分别交于点 C3、cl、c2．直线 

c2c3与射线XAl、XB1分别交于点 Sl、 ；类 

似定义点 、 及S，、 ． 

记△1=／X XS1 ，△2=△XS2T2， 

△3=／X XS3 ，△=／X ClC2 ． 

则△1∽△2∽△3∽△ 

记 (i=1，2，3)为△ 与△的相似比(如 

， 1 、 
l = ‘ 
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C3 

f3 C。 

图 4 

因为Js1X=C2 ，X =S3C1，所以， 

k1+k2+k3=1． 

记P (i=1，2，3)为△ 的内切圆半径． 

贝4 P1+p2+p3=R． 

最后，注意到圆 在△ 内部，故ri≤ 

从而， ≥r1+r2+r3． 

(2)由(1)知R=r1+r2+r3当且仅当对 

任意 ，均有 =p ，即圆 为△ 的内切圆． 

如图5，记 、 、 分别为圆 与边 

XS 、XTi、S 的切点． 

C2 M3 C。 

图 5 

下面证明：点 、L ( =1，2，3)到点 距 

离相等． 

显然，XKi=舡 ． 

故只需证明 =皿1， =XL2． 

由三角形相似得 

L1= C3MI ， 

S2 = C3 M1． 

因此， 、 、 n 四点共线． 

故／XK2L1= c3 

= ／ c3 M1= XL1 ． 

从而， =XL1． 

类似地， =XL2． 

综上，结论成立． 

6．记Js为这乃个点组成的集合，所考虑 

的图是一个关于集合 A、B的二部图，且为一 

个树，在操作下始终保持这种性质． 

对于一个树 T=(AOB， )，记P (e)表 

示在子图 一{e}中包含e的在集合 的那 

个顶点处的连通分支中含有集合A中的点的 

个数，定义 

T)=∑Pr e)I e l， 

其中，I e I表示边e的长度． 

记 为从树 选择三条线段 。 、曰 、 

A 得到一个树． 

则 l、A2∈A， l、 2∈ ， 

A1曰l+A2B2>A1B2+A2 1． 

于是，T =T-Al 1+A2 ． 

当e不为边Al l、A2 1、A2 时，有 

P (e)=p ．(e)， 

P (A1B2)=p (A1B1)， 

P (A2B1)=p (A2B1)+p ( 1曰1)， 

P (A2B2)=p (A2B2)-p ( lB1)． 

故厂( )一 ) 

：p (A1B2)AljE}2+ 

(p (A2jE}1)一p (A2jE}1))A2jE}l+ 

(P (A2B2)一pr(A2 ))A2 2一 

P (A1B1)A1Bl 

=p (Alj[}1)(A1B2+A2j5}l—A1曰l—A2B2) 

<0． 

因此， 在操作过程中严格单调递减． 

而．s上的树是有限的，故操作必定在有 

限步后终止． 

(赵 斌 提供) 
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1．(1)证明：每个正整数 均可唯一地 

表示为 
2 k

— —

+
、

1 

=  (一1)r 2 ， 
，=1 

其中，k 1>0，且 0≤m1<m2<⋯ <m2 +l为整 

数，称 为n的权． 

(2)令 

A={ I1≤ ≤2 m ， ∈N，n的 侣擞 }， 

B={nil≤ ≤22啪， ∈N， 的l移 奇数}． 

求 IA I—I BI． 

2．求所有满足条件的正整数 11,：对任何 
一 个次数不超过 n且最高次项系数为 1的整 

系数多项式 P( )，存在一个正整数 k≤ 和 

k+1个互不相同的整数 ，戈：，⋯， ，使得 

P(x1)+P(x2)+⋯+P(x )=P( +1)． 

3．设整数 ≥2，X为一个 rt元集．对于 

的非空子集序列 A ， 2，⋯，A ，若 A u A2 u 
⋯ uA 为 的真子集，且 中没有任何元素 

恰在一个 A 中，则称 。， ，⋯， 为“紧密 

的”．设 A。，A ，⋯，A 为 的非空真子集序 

列，该序列及其任何子序列均不是紧密的．求 

k的最大值． 

注：对于 的子集 ，若A≠ ，集合序列 

中的集合均是互不相同的，则称A为 的真 

子集． 

4．在平面直角坐标系中，假设 G 、G2分 

别为二次函数 

( )=p1 +gl +r1， 

( )=p2 +q2x+r2， 

的图像，其中，P >0>p2．抛物线 G 与 交 

于不同的A、JE}两点．抛物线 G．、G2在A、 两 

点处的四条切线形成一个具有内切圆的凸四 

边形．证明：抛物线 G。与 G2的对称轴重合． 

5．给定整数 n≥2．从一个 n×n方格表 

中挖去 n个位于不同行和不同列的格，得到 

的图形称为一个 n× “筛子”．1×k(k∈ 

Z+)或 k×1的子方格表均称为一个“棒”． 

对任意 n× 筛子 A，将其剖分为若干棒(即 

这些棒相互之间无重叠的格，且恰覆盖住筛 

子A)，在A的所有可能的剖分中，其棒的数 

目的最小值记为m( )．当A取遍所有 n×／-t 

筛子时，求 m(a)的取值范围． 

6．记四边形ABCD是凸的，P、Q、R、S分 

别为线段 AB、BC、CD、DA内的点．假设相交 

的两条线段 艘 与 9Js将凸四边形 ABCD分 

为四个对角线互相垂直的凸四边形．证明： 

P、Q、R、S四点共圆． 

参 考 答 案 

1．(1)存在性． 

设 2‘≤n≤2H 一1． 

对 t归纳． 

当t=0时，n=1，令 k=O，m =0即可． 

设 t≤s一1时存在，考虑 t=s时． 

(i)若 =2H 一1，则令 

k=1，m1=O，m2=1，m3=t+1． 

故∑(一1) 2 =2Ⅲ一2 +2。 
J=1 

= 2 “ 一1= ． 

(ii)若n≤2川一2，且2In，则詈≤2‘一1． 

由归纳假设，存在 k，m：<m <⋯ < 

m + ，使得 

∑(一1) 2叫=詈． 

令 m，=m 1( =1，2，⋯，2 +1)，得 

∑(一1)̈2叫=2×詈= 



中 等 数 学 

(iii)若凡≤2 一2，且2十 ，贝0 n≤ 一3． 

设2 Il(n一1)．则 o~I>1． 

使得 

令 m= +1，从而，2 I m． 

因此 ，m≤ +l= _1． 

由归纳假设，存在 ／7／,i<171, <⋯ <m +1， 

= ∑(一1) 2 ． 

令 = +l， = 一2 

2 +1)，m2： ，ml=0．． 

则由2 I m，知 m：≥1． 

+ ( J=3，4，⋯ ， 

是，0≤ml<m2<m3<⋯ <m2 +1． 
2 +1 

∑(一1) 2 
J=1 

2 +1 

=1—2 +2 ∑(一1)i 12~ 
J=1 

=1—2 +2 ，n=n． 

由归纳原理知存在性成立． 

唯一性． 

假设 ，ml， 2，⋯， 2 +l与 ，m：，m ， 
⋯

，m2 ，+1 使得 
2 +l 2 +l 

∑(一1) 2 =∑(一1) 2叫( ≤ )． 
1=1 j=1 

若 ml≠m；，设 m1 <m：，则 
． 2五+1 

2 “I∑(一1)J 2~， 
0，=1 

2矗+l 

=1 

矛盾．于 

(一1) 2 --2 -(rood 2 t“)， 

是，m1=m，． 

对 + 归纳． 

若 =O，由m。=m：，则 
2 t：2 i一2 +⋯ +2 “

． 

若 ≥1，则 
2 “ 一2 +⋯ +2 ；一2 

孟 

= ∑(2吗 一2嘞)>o， 
= 1 

矛盾． 

于是，k 0． 

设 Jl}+ 较小时成立．令 

矛盾 

n ￡ m  +1 一 m 1， 

n =m：+一，孔1(i=1，21 1 ，⋯，2 )． n =，n + 一，孔1 = ， ，⋯，z - 

则 (一1) 2ni 
j

∑
=l

(一1) 2 · 

若 2≠n ，设 n2<n ，得 
． 2 I 2 

2 。}∑(一1) 2 ，2 1、∑(一1) 2 ， ，
= 1 ’f=I 

是，n2： ． 
2k一1 2k 一1 

故∑(一1)i 12~+z=∑(一1)J-12~ ． 
j=1 J=1 

从而， 一1，m3，m4，⋯，m2 与 一 

m；，m：，⋯，m +。符合归纳假设． 

则 一1= 一1， 

于是， = ． 

又 ml 

(2) 
2 +l 

∑ 
= 1 

=m：，m2： 

注意到， 

(一1)i-12叽J 

， ，⋯ ，m 牡 +1 ： +。． 

m ，因此，唯一性成立 

1 — _ 1  

= 2 + (2 “一2 )>0， J■●一 ’ 
：1 

2 +1 

∑(一1) 2 =2 一∑(2 ≈一2 t) 
j=1 j=1 

≤2 2 “． 

特别地 ，当 =0时，2 一2 不存在 

则所有满足 

0≤ml<m2<⋯ <m2 +l≤2 017 

的 和 m所得的n满足 1≤n≤2 017． 

而这样 的 ，m1，m2，⋯， 2 的个数为 

c m8+ m。 ·+C 2o1 。7= 1
×22啪 =2 0l7． 

由(1)的唯一性，知 ml，m2，⋯，m2 +l两 

两不同．于是，恰为1，2，⋯，2 017． 

又当2 I 时，2 +1兰1(rood 4)； 

当2十 时，2 +1--3(rood 4)． 

故 IA I=c ol8+ci 0l8+⋯+c ；， 

BI=ci018+c o18+⋯+C~o15． 

令 i= ． 

则(1+i) 。墟一(1+i) o1。 
2018 2018 

= ∑(i Ⅲ)一∑(i (一1) 。。。) 
』=l =1 

．

于 

于 故 
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= ∑(i 。 。(1一(一1) 
J=1 

1 nno 

= 2∑(i 2j-1C 22jo-l8／1 
J 1 

T O09 

= 2∑(i(一1) cj2-o18i) 
J 1 

= 2i(IA l—Ij5『I、． 

又(1+i) 叭。一(1一i) m。 

= (2 i) 一(一2 i) =2 i×2 ． 

因此，IA l—I JE}I=2 ． 

2．当 =1时，令 P(x)= ，则 

P(x1)=P(x2) 戈1= 2． 

当 ／7,：2时， 

若 P(x)=1，则令 1=1， 2=2，k=1． 

若 P( )= +c，贝4 

当c=O时，令 k=2， l=1， 2=2， 3=3； 

当c≠O时，令k=2， 1=O， 2=c， 3=2c． 

若 P(x)= +p +g，贝0 

P(一p一 )=P( )． 

令 ：2， l= ， 2=-p一 且口可． 

当 ≥3时，先证明：若存在 P( )，对于 

任意的 ∈Z，使得 

P( )暑1(mod／7,)，且 P( +1)>P( )， 

则结论不成立． 

事实上， 

P(x1)+P(x2)+⋯+P(x )三|i}(rood／／,)， 

P(x +1)三1(mod n)． 

于是，k三1(rood n)． 

又 ≤n，则k=1． 

故 P(x )=P( + )． 

而 JP( +1)>P( )，这不可能． 

再构造 P( )． 

对 ／／,=4，令 

P( )=x4+7x +4x+1 

=X2( +7)+4 -I-1． 

注意到，2l 时，4Ix ； 

2十 时，4 l( +7)． 

于是，P( )言1(mod 4)． 

若 尸( )=P(y)，则 

( 一Y)(( +Y)( +y2+7)+4)：O 

= ( + )( 2+)，2+7)=一4． 

又I +Y +7 I i>7，矛盾． 

对 ／'t≠4，令 

p(x)=( 一1)( -2)⋯( 一7n)+n +1， 

其中一  
， 

2 

由于 m!I( 一1)( 一2)⋯( 一7 )： 

2十／／,时，P( )兰1(rood )； 

2 l ， ≠4时，／7,i>6，r／,I(／1,一1)!，贝0 

P( )兰l(rood忍)． 

故 P( "1-1)一P( ) 
=  ⋯ ( 一m+1)一( 一1)⋯( 一m)+17, 

=，孔( 一1)⋯( 一m+1)+n． 

对 ∈Z，当 ≤1或 ≥m一1时， 

(戈一1)( 一2)⋯( 一m+1)I>0； 

当 l≤ ≤m一1时， 

( 一1)( 一2)⋯( 一m+1)=0． 

因此，P( +1)>P( )． 

3． =2n一2． 

设X={1，2，⋯，／7,}． 
一 方面，取B ={1，2，⋯，i}， 

C￡={i+1，i+2，⋯，n}(i=1，2，⋯，n一1)， 

Al，A2，⋯ ，A Bl，B2，⋯ ，JE『 
一 l， 

Cl，C2，⋯，C 

于是，若干个 为紧密的． 

若 被选，则 ( ≤i)不能被选．否则， 

u C = 取 i最大．于是，i不能在 (k<i) 

中，故 i只出现 1次． 

若B 均未被选 ，则 c，被选．设 最小，则 

+I Cl(z> )．故 +1只出现 1次． 

另一方面，往证 k≤2n一2． 

对 ／7,归纳． 

／'L=2时，A ={1}或{2}．于是，Jj}≤2． 

设 一1元集 成立．考虑 n元集 

不妨设 1在A 中出现次数最少． 

设 1∈A￡(1≤z≤t)，1 Ai( +1≤ ≤ )． 

则 u ．A ≠ 

由于 (t+1≤i≤ )非紧密的，存在一 

个元素 i恰在一个A (t+1≤ ≤后)中． 

不妨设 i=2，J=k． 
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由于1出现次数最少为 t次，2在 (t+ 

1≤ ≤ )中J除出现 1次，则2在A (t+1≤ ≤t) 

中至少出现 t一1次． 

设2∈A (2≤ ≤￡)．则在A (2≤ ≤ 一1) 

中， 

1∈Az铮 2∈Af(2≤Z≤ 一1)． 

故将 1与2合并为一个元素 1 ， 

X ={1 ，3，⋯，n}． 

从而，A (2≤ ≤ 一1)与X 符合归纳假 

故 k一2≤2n一4= k≤2n一2． 

4．先证明一个引理． 

引理 二次函数 Y=px + +r的图像 

G及其上两点A( ，YA)，B( 曰，YB)，过点A、 

B作抛物线 G的切线交于点 c．则 

C，4一 B 

21xA--XB J( 一 )p(p(％+％)+g) 

证明 过点A、B的切线方程分别为 

Y (2pxA+q) +r—p 2A， 』 一 

Y=(2px口+q)x+r—p 2曰． 

． ① 

l c — ’ 
联立得{ 

【Yc= +詈( + B)+r． 

则 =( )‘+( 一 ％+号( 一 ) 
=( )(1+( A+q 
CA —

I xa-

．

xs l ffl+(2pXA+q)2一． 

类似地，CB： ． 

故 CA—CB 

=  (√『 一 ) 

：  
二 堡!． 
2 

± ：二 里± ： 
+ 丽  

一 ％l ( 一％)2(p( +％)+g) 

2(,／1+(Z +g) +,／1+( +g) ) 
于是，式①成立． 

引理得证． 

设抛物线 G 在点 、B处切线交于点 c， 

抛物线 G2在点 、B处切线交于点 D． 

则由引理知 

CA—CB 

21XA一 曰Ip1(P1(XA+％)+g1)( 一％) 

,／1+(2p1XA十g1) +√1+( ％+q2) 
，)／4一，)R 

2IXA一 B Ip2(p2(xa+戈 )+g2)( 一 B) 

J1+( +g2) +,／1+( 2 +g2) 
又四边形ACBD有内切圆，于是， 

AC—BC=AD —BD， ̂ ≠ 日． 

由 A、 符合fl( )= ( )，得 

(P1一P2) +(ql—qz)x+(rl—r2)=O． 

于是 4"~B--一 ql--q2
． 

故p-(xa+XB)+g·= ， 

p：( A+ 日)+q2- ． 

由Pl>O>p2，若Plq2#P2ql，则 

√『 + 

√1+(2p2xa+g2) +,／1+(p2％+q2) 
由于P。>0>P2且上式分母均为正数， 

于是，上式左边 >0，上式右边 <0，矛盾． 

故p。g =P2q。 = ． 

因此，抛物线 G 与 G2的对称轴重合． 

5．m(a =2n一2． 

先证明：m(a)≤2 一2． 

考虑所有可能的极长的 1× 棒，则对于 
一 行，若挖去的不是第一列或最后一列，则该 

行需两个棒子．否则，需一个棒子．故共2 一2 

个棒子．于是，m(a)≤2n～2． 
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再证明：m(A)≥2 一2． 

对 归纳． 

n=2时，显然至少要两个棒子． 

设任意( 一1)X( 一1)的筛子A ，有 

m(A )>12(n一1)一2． 

考虑 凡×n( ≥3)的筛子 ．则定义一个 

“十字”为一行和一列的格的集合，且这行与 

这列相交处为一个被挖去的格． 

则每根棒在至少一个十字中。 

由于每个棒至多含n一1个格，共 n( 一1) 

个格，于是，至少 个棒． 

若恰有 个棒，则每个棒恰长 n—1．由 

每行每列均有一个挖去的格子，这 个棒必 

全横或全竖，这是不可能的．故至少有 +1 

个棒． 

由抽屉原理，知有一个十字里有至少两 

个棒．去掉这个十字，并将被分开的两边的棒 

合并仍为一个棒．则现在至多 m( )一2个 

棒．此时，剩下一个(n一1)×( 一1)的筛子． 

由归纳假设知 

m(A)一2>12(n一1)一2= m(A)≥2n-2． 

综上， ( )=2n一2． 

6．先证明一个引理． 

引理 若 P、Q、R、S四点共圆，咫 与 Q 

交于点 D，过点 0作 _l_ ， 上 PQ，zc_l_ 

QR，lo上 ．设点 A在 上， P与 交于点 

B，BQ与 Zc交于点 C，CR与 交于点 D，DS 

与 交于点 ．则点 与A 重合． 

证明 如图 1，只需证：OA=OA ． 

A(A 

图 1 

由张角定理知 

sin ADP
．
sin BOP sin AOB 

OB 。 一 OP ’ 

sin~ BOQ+sin／ COQ
一 —

sin／
—

BOC 

DC ’ 伽  一 O0 ’ 

sin COR
．
sin ROD sin COD 

～  ～  l ^ J 

OD 。 OC — OR ’ 

堕  
OA +

堕  
OD =

s旦  OS ．④ ～ +～  l L J ， 。 ‘ 

注意到， 

AOP =90。一 OPS 

= 90。一 RQO= COQ． 

类似地， BOP= DOS， 

BOQ= DOR． COR= AOS． 

故① +③ 一② 一④得 

OA =OA 

§ +—sin~
—

COD 

OP OR 

sin B0C sin DOA 
—

O—Q +— O—S 。 _ ● 

又 AOB=180。一 SpQ， 

COD=180。一 脓Q， 

记四边形 pQRS的外接圆直径为 d，则 

sin／ AOB：sin COD： ， 

sin BOC：sin DOA ：—PR 
． 

故 =OA 甘 = ． 

由相交弦定理知上式成立． 

引理得证． 

若 P、Q、R、S四点不共圆，设 

OS·OQ<OP·OR， 

在 OS射线上取 Js ，使得 

OS ·OQ=OP·OR． 

作 上 ，与直线 AB交于点 A ；作 

OD，上RS ，与直线 CD交于点 1． 

则由 OS >OS，知点 ，与 曰在点 同 

侧． 

类似地，点 D 与 c在点D同侧． 

故 。D。与OS的交点与 0在点 S同侧， 

而由引理， D．、Js 三点共线，矛盾． 

(丁力煌 提供) 















以下是英文版解析：
















